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АКТУАЛНОСТ НА ТЕМАТА

Обща характеристика на дисертационния труд

Актуалност на темата

Численото решаване на задачи с голяма размерност изисква използването на високо-
производителни изчислителни компютърни системи, както и специализиран хардуер и
софтуер – графични карти, ускорители, високоскоростна комуникация между сървъ-
рите на системата, софтуерни стандарти и пакети за комуникация между процесорни
ядра и сървъри, софтуерни пакети имплементиращи ефективни числени методи и
много други.

Съществуват различни методи за дискретизация на диференциални уравнения.
Такива например са мрежовите методи като методът на крайните елементи, методът
на граничните елементи и методът на крайните разлики. След тяхното прилагане,
диференциалните уравнения се свеждат до системи от линейни алгебрични уравнения.
Методът на Гаус е универсален подход за решаване на такива системи. В общия случай
той има висока изчислителна сложност – O(n3), където n е броят на неизвестните [29].

При дискретизация на диференциалното уравнение с метода на граничните еле-
менти, както и при прилагане на метода на крайните елементи за нелокални задачи
(например изследваната в тази дисертация аномална (дробна) дифузия) [2], получе-
ната матрица на коравина е плътна. Един възможен подход за намаляване на из-
числителната сложност на решението на системи с такива матрици е йерархичната
компресия въведена от Хакбуш (Hackbusch) [10]. При нея се използва структура-
та на изходната матрица. Целта е както за да се редуцира заеманата памет, така
и да се подобри изчислителната ефективност. Тук под структура на плътна мат-
рица се разбира наличието на апроксимация на изходящата матрица с нисък ранг
в извъндиагоналните блокове. Това свойство позволява представянето на извъндиа-
гоналните блокове като произведение на по-малки матрици. Съществуват различни
разновидности на йерархични матрици, в т.ч. H,H2 или йерархични полусепарабелни
(Hierarchically Semi-Separable) HSS матрици.

Обзор на основни резултати в областта

Огромният напредък във възможностите на съвременните високопроизводителни из-
числителни системи засилва още повече ролята на ефективните числени методи и
паралелните алгоритми. Суперкомпютърните симулации са определящи за развити-
ето в редица високотехнологични области. Такива например са in silico молекуляр-
ната биология и проектиране на лекарствени средства, анализа на турбулентни тече-
ния, безразрушителният контрол, обработката на тримерни изображения, динамика
на флуидите и много други.

След подходяща дискретизация математическите модели обикновено се свеждат до
задачи на линейната алгебра, измежду които определяща е ролята на решаването на
системи от линейни алгебрични уравнения. За целта се разработват специализирани
софтуерни средства.

В общия случай за решаване на системи линейни алгебрични уравнения с плътни
матрици се прилагат варианти на метода на Гаус, които използват последователно
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ГЛАВА ОБЗОР НА ОСНОВНИ РЕЗУЛТАТИ В ОБЛАСТТА

изключване на неизвестните. По предположение плътната матрица е хомогенна, тъй
като не се предполага, че тя има нулеви елементи. Методът на Гаус има изчислителна
сложност O(n3). В настоящата дисертация е изследван алтернативен подход на база-
та на йерархична компресия. Целта е намаляване на изчислителната сложност. Тук
под структура на плътна матрица се разбира наличието на извъндиагонални бло-
кове с нисък ранг. По-точно предполага се че такова свойство е в сила за матрица,
която апроксимира изходната. Наличието на подходяща структура е в основата на
йерархичната компресия и съответните йерархични методи за решаване на системи с
плътни матрици за класове от задачи на изчислителната математика. Йерархичната
компресия е въведена от Хакбуш в [10], където са изследвани т.н H-матрици. Други
разновидности на йерархична компресия са H2-матриците [11] и йерархичните полу-
сепарабелни матрици (HSS) [16]. Теоретична обосновка на методите използващи HSS
компресия може да се намери в [28].

Съществена част от дисертацията е посветена на численото решаване на дроб-
но дифузионни задачи. Дробната дифузия (наричана още аномална дифузия) описва
нелокални процеси, които се наблюдават в различни физични и социални среди. За
разлика от обикновената (локална) дифузия аномалната дифузия включва т.н. бързи
преходи или тунелни ефекти. В литературата са публикувани разнообразни примери
на математически модели на процеси и явления, които се описват с дробна дифузия.
Такива например са: течения в силно нееднородни порести среди, суперпроводимост,
дифузия на полимери в суперстудени среди [4]; електродифузия на йони в нервни клет-
ки [15] и диагностика с помощта на фотонна дифузия [25]; обработка на изображения
и машинно самообучение [20]; разпространение на вирусни заболявания, компютърни
вируси, както и на престъпност [6]. Дробният оператор на Лаплас описва аномална
дифузия по пространството. Съществуват различни дефиниции на дробен лапласиан.
Важно е да отбележим, че те не са еквивалентни. Така например в [13] е анализирана
разликата между интегралната и спектралната дефиниции (виж също статии [17] и
[12] и литературата в тях).

Цели и задачи на дисертацията

Основни цели на дисертацията са:

• Сравнителен анализ на бързодействието и паралелната производителност на чес-
то използвани софтуерни пакети прилагащи директна гаусова елиминация за
решаване на системи линейни алгебрични уравнения с плътни матрица при из-
ползване на централни процесори (CPU) и ускорители (MIC).

• Анализ на бързодействието, паралелното ускорение и точността на приблизите-
лен метод за решаване на системи линейни алгебрични уравнения базиран на йе-
рархична полусепарабелна компресия (HSS) от софтуерния пакет STRUMPACK
за системи с подходяща структура на матрицата.

• Разработване на алгоритми за пренареждане на неизвестните при задачи поро-
дени от дискретизация с метод на крайните елементи на дробна дифузия с цел
подобряване на ефективността на йерархичната полусепарабелна компресия на
така изчислената матрица на коравина.
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СТРУКТУРА НА СЪДЪРЖАНИЕТО

• Числено решаване на елиптични и параболични задачи от областта на аномал-
ната дифузия описана с интегралната формулировка на дробен лапласиан и дис-
кретизирана по пространството с метод на крайните елементи.

Методология на изследването

В дисертацията се анализира ефективността, в смисъл на бързодействие, паралелното
ускорение и точността (за приблизителните решения) на блочни методи за решаване
на плътни системи линейни алгебрични уравнения. За целта се използват софтуерни
пакети, в които са приложени изследваните блочни методи.

При задачата, разгледана в Глава 2 се използва паралелната програма, разработе-
на в [23], за дискретизиране на зададена задача и генериране на системата линейни
алгебрични уравнения. При задачите за дробна дифузия, разгледана в Глави 3 и 4,
се използва MatLab програмата разработена в [2] от Акоста и др. за генериране на
системата линейни алгебрични уравнения. Разработени са програми на MatLab, които
изчисляват използваните пренареждания за тази задача (Приложение А) и матрица
на масата (Приложение Б). Софтуерните библиотеки със свободен достъп са компи-
лирани върху използваните компютърни системи.

Структура на съдържанието

В Увода е дадена мотивацията за настоящата работа. Накратко са описани използва-
ните методи и решаваните задачи.

Глава 1 има въвеждащ характер и описва използваните блочни методи за решаване
на плътни системи линейни уравнения, както и оценка за изчислителните им сложнос-
ти. В Раздел 1.1 е описан накратко универсалният директен метод гаусова елиминация
и базираната на него LU факторизация. В Раздел 1.4 са разгледани йерархични ме-
тоди за решаване на системи линейни уравнения разработени за решаване на системи
със структурирани матрици (плътни и разредени). Описани са и предимствата на
разглеждания метод базиран на HSS компресия – по-ниска оценка на изчислителната
сложност за задачи с подходяща структура на матрицата.

В Глава 2 са представени числени резултати за обтичането на крилни профили
на Жуковски. Получената система с плътна матрица се използва за бенчмарк при
сравнителният анализ на използваните блочни алгоритми.

В Глава 3 е разгледана задача за двумерна аномална дифузия моделирана с дроб-
ния оператор на Лаплас. За дискретизация по пространството се прилага метод на
крайните елементи.

В Глава 4 е разгледана параболична задача за двумерна по пространството ано-
мална дифузия.

В Заключението са представени обобщаващи бележки за основните резултати полу-
чени в дисертацията. Формулирани са научните и научно-приложните приноси. Даден
е списък на публикуваните статии и на изнесените доклади на научни форуми върху
които се базира тази работа.
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ГЛАВА 1. МЕТОДИ ЗА СИСТЕМИ С ПЛЪТНИ МАТРИЦИ

Глава 1 Методи за решаване на системи линейни уравнения с
плътни матрици

Много задачи от изчислителната практика се решават числено чрез свеждане до сис-
тема от линейни алгебрични уравнения. Така например при прилагане на метода на
граничните елементи или при дискретизация с крайни елементи на уравнения с дроб-
на степен на оператора на Лаплас (дробна дифузия), се получава система с плътна
матрица.

1.1 Преки методи

Методът на Гаус е универсален метод за решаване на системи от линейни алгебрич-
ни уравнения. Той е основа на повечето преки методи. Така например LU фактори-
зацията (още наречена декомпозиция) се базира на последователно изключване на
неизвестните по метода на Гаус. LU факторизацията е базов метод реализиран във
високопроизводителните софтуерни библиотеки на изчислителната линейна алгебра.

1.2 Метод на Гаус

Методът на Гаус за решаване на системата от линейни алгебрични уравнения Ax = b
включва прав и обратен ход: (i) Чрез еквивалентни преобразувания матрицата на
системата се привежда в горна триъгълна (прав ход, елиминация); (ii) Рекурсивно в
обратна последователност се изключват извъндиагоналните елементи в i-тия ред на
матрицата за i = n− 1, n− 2, . . . 1 (обратен ход, заместване).

Нека означим с Ã разширената матрица Ã = (A|b). Тогава на първата стъпка на
правия ход се умножава първия ред на Ã по − ai1

a11
и се прибавя към реда с номер i, за

всяко i = 2, . . . , n. Правият ход завършва след изпълняване на n− 1 такива стъпки. В
резултат получаваме горната триъгълна матрица Ã(n−1).

На обратния ход горната триъгълна матрица A(n−1) се преобразува в диагонал-
на матрица, като за целта се изпълняват n − 1 стъпки. На първата стъпка послед-
ния ред на разширената матрица се умножава по a

(i−1)
nn

a
(n−2)
i−1,n

и се събира с i-тия ред за

i = 1, . . . , n− 1. На втората стъпка се взема (n− 1)-вия ред, като след нейното изпъл-
нение се анулират извъндиагоналните елементи в (n− 1)-вия стълб. Така, след n− 1
стъпки на обратния ход, матрицата от коефициенти се свежда до диагонална матри-
ца. Решението на системата се получава след разделяне на i-тия ред със съответния
диагонален елемент.

Така в трансформирания вектор b(n−1,n−1) = x получаваме решението на система-
та. Изчислителната сложност на метода на Гаус се определя от правия ход [29]:

NГаус ∼ 2n3

3
= O(n3).

1.3 LU факторизация

LU факторизацията е изразяване на матрицата A като произведение на две триъгълни
матрици A = LU . Тук L е долна триъгълна матрица с единици по главния диагонал, а
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1.4 ЙЕРАРХИЧНИ МАТРИЦИ. HSS КОМПРЕСИЯ

U е горна триъгълна матрица. Тази факторизация се изчислява с помощта на модифи-
циран метод на Гаус и се използва във високопроизводителните библиотеки (LAPACK,
MKL, ACML, PLASMA, ATLAS, и други) за решаване на системи линейни уравнения.

Правият ход на метода на Гаус може да се запише във вида

Ln−1Ln−2 . . . L2L1︸ ︷︷ ︸
L̃

A = U,

където L1, L2, . . . , Ln−1 са долни триъгълни матрици с единици по главния диагонал.
Непосредствено се проверява, че L̃ и L = L̃−1 са също долни триъгълни матрици с
единици по главния диагонал. Така получаваме:

L̃A = U ⇐⇒ A = LU, L = L̃−1.

След факторизацията на A, системата от линейни алгебрични уравнения се свежда
до решаване на две системи с триъгълни матрици. Полагаме

L Ux︸︷︷︸
y

= b,

след което се:

1. Решава системата Ly = b с право заместване;

2. Решава системата Ux = y с обратно заместване.

Изчислителната сложност на факторизацията е O
(

2
3
n3
)
, докато правото и обрат-

ното заместване са със сложност O
(
n2
)
.

1.4 Йерархични матрици. Методи за решаване на системи линейни
уравнения с помощта на йерархична полусепарабелна компресия

Йерархичните матрици се използват за апроксимация на разредени по данни (data-
sparse) матрици. Под разредени по данни се разбират матрици, които имат структура,
позволяваща апроксимация с помощта на компресирани матрици, които се записват с
помощта на по-малък брой елементи. В общия случай, разредените по данни матрици
не удовлетворяват условието да имат O(n) ненулеви елемента. Хакбуш въвежда по-
нятието „йерархични матрици“ в [10], като разработва теория и алгоритми за работа
с т.н. H-матрици.

Методите използващи йерархични матрици са част от по-общата група от методи
за решаване на системи чрез т.н. структурирани матрици. В [3] е направен обзор
на съществуващите методи използващи такива матрици, включително и йерархични
полусепарабелни матрици. В настоящата дисертация е изследвана ефективността на
алгоритми на базата на този клас методи.

STRUMPACK (STRUctured Matrices PACKage) е паралелна софтуерна библиотека,
която използва йерархична полусепарабелна компресия за решаване на системи от
линейни алгебрични уравнения с плътни матрици [21]. Алгоритъмът включва три
стъпки:
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ГЛАВА 1. МЕТОДИ ЗА СИСТЕМИ С ПЛЪТНИ МАТРИЦИ

1. Йерархична полусепарабелна компресия (апроксимация) на матрицата на сис-
темата. При наличието на определени предположения изчислителната слож-
ност на тази стъпка е O(r2n), където r е максималният ранг на извъндиагонал-
ните блокове на апроксимиращата матрица изчислен в процеса на компресия. В
общият случай сложността е O(rn2)

2. ULV-подобна факторизация. На тази стъпка се факторизира компресираната
матрица. За целта се прилага вариант на метода на Гаус, подобен на използва-
ния при представянето на LU факторизацията. Най-напред се изключват O(r)
неизвестни, след което се изключват останалите O(n−r). Изчислителната слож-
ност на тази стъпка е O(r2n).

3. Решение. Тази стъпка използва компресираната и факторизирана матрица от
коефициенти на системата и дясната страна за намиране на решението. Изчис-
лителната сложност на тази стъпка е O(rn).

Така общата изчислителна сложност на метода е O(r2n). Както ще видим по-късно,
тази оценка е в сила при определени предположения.

1.5 Йерархична полусепарабелна компресия

В този раздел ще разгледаме накратко йерархичните полусепарабелни матрици
(Hierarchically Semi-Separable – HSS). Те са въведени от Мартинсон в [16]. В [21]
са описани алгоритмите използвани в STRUMPACK за решаване на системи от
линейни уравнения с плътни матрици. Йерархичната компресия може да се приложи
върху всяка неособена матрица, но е ефективна само, ако изходящата матрица A
има подходяща структура – т.е. извъндиагоналните ѝ блокове имат нисък ранг.
Под ефективна компресия разбираме апроксимация на матрицата, което води до
съществено намаляване на изчислителната сложност на операциите с компресираната
матрицата, както и на паметта необходима за нейното съхраняване.

Означаваме HSS компресираната апроксимация на матрицата A с H. Алгоритъмът
може да се опише по следния начин:

1. Разделяме матрицата A на четири блока. Предполагаме, че извъндиагоналните
блокове имат нисък ранг (и могат да се декомпозират по сингулярни стойности
(Singular Value Decomposition – SVD) или друга факторизация, която изчислява
ранг):

A =

[
A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

]
=

[
D1 Ubig

1 B1,2V
big
2

∗

Ubig
2 B2,1V

big
1

∗
D2

]
.

Матриците U , B и V се наричат генератори. Ако извъндиагоналните блокове
имат нисък ранг, матриците U са „високи и тънки“, B са малки и квадратни
(или близки до квадратни) и матриците V са „ниски и широки“. Съотношението
на броя на колоните и редовете зависи от ранга на извъндиагоналните блокове.
D са непроменените диагонални блокове на изходящата матрица A. Означението
„big“ ще бъде обяснено по-долу в точка 3.
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1.6 КОМПРЕСИЯ СЪС СЛУЧАЙНИ ИЗВАДКИ

2. Предполагаме, че диагоналните блокове D също имат извъндиагонални блокове
с нисък ранг. Те се компресират по аналогичен начин, като процесът продължава
рекурсивно. Второто ниво на рекурсивна компресия има вида:

A =


[

D1 Ubig
1 B1,2V

big
2

∗

Ubig
2 B2,1V

big
1

∗
D2

]
Ubig

3 B3,6V
big
6

∗

Ubig
6 B6,3V

big
3

∗
[

D4 Ubig
4 B4,5V

big
5

∗

Ubig
5 B5,4V

big
4

∗
D5

]


3. Съществува рекурсивна зависимост между генераторите на различните нива
компресия. Това обяснява и използването на означенията „big“. В сила са след-
ните зависимости:

Ubig
3 =

[
Ubig

1 0

0 Ubig
2

]
U3 и V big

3 =

[
V big

1 0

0 V big
2

]
V3 (1)

Третото ниво на рекурсивна HSS компресия се записва във вида:

A =



[
D1 U

big
1 B1,2V

big
2

∗

U
big
2 B2,1V

big
1

∗
D2

] [
U

big
1 0

0 U
big
2

]
U3B3,6V

∗
6

[
V

big
4

∗
0

0 V
big
5

∗

]
[
U

big
4 0

0 U
big
5

]
U6B6,3V

∗
3

[
V

big
1

∗
0

0 V
big
2

∗

] [
D4 U

big
4 B4,5V

big
5

∗

U
big
5 B5,4V

big
4

∗
D5

]

(2)

Генераторите с означения „big“ могат да не се изчисляват извън най-високите нива
на рекурсивната компресия. U се изчислява от Uτ и от Ubig в по-високите нива на
компресия. В последното ниво на компресия U = Ubig.

В общия случай равенство 2 не е точно, а приблизително. Това означава, че в
резултат на HSS компресията получаваме апроксимация на A, която означаваме с H,
т.е. H ≈ A.

За целта се избира подходящ трешхолд (прагова стойност) ε, който е необходим при
изчисляването на генераторите. Когато се използва по-голям трешхолд, се получават
по-малки генератори и съответно компресираната матрица заема по-малко памет и
позволява по ефективни операции с нея, но това е за сметка на точността. При избор
на по-малък трешхолд е точно обратното.

Както ще покажем в следващите глави, подреждането на неизвестните при асемб-
лиране на матрицата A влияе съществено на ефективността на HSS компресията. Ако
матрицата A се пренареди произволно, това с голяма вероятност може да унищожи
каквато и да е подходяща за този метод структура.

За определени класове задачи е възможно така да се пренаредят неизвестните, че
да се подобри съществено структурата на матрицата на системата. Така например
в [19] са разгледани няколко метода за клъстеризация при използването на хребето-
образна регресия с ядро (Kernel Ridge Regression). В Глава 3 ще предложим и ана-
лизираме няколко метода за пренареждане на неизвестните за система от линейни
алгебрични уравнения, получена при дискретизация на елиптична задача с дробна
степен на оператора на Лаплас (дробно-дифузионна задача).
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ГЛАВА 2. МГЕ ЗА ОБТИЧАНЕ НА КРИЛНИ ПРОФИЛИ

1.6 Компресия със случайни извадки

Алгоритъмът за HSS компресия в STRUMPACK се основава на използването на слу-
чайни извадки (randomized sampling), който прилага умножаване на множество от
случайни вектори с изходната матрица A. Този метод е предложен от Мартинсон в
[16]. В алгоритъма не се изисква да разполагаме с матрицата A в явен вид. Вместо
това е нужна само функция за умножение на A с вектор. Премуществата на този под-
ход, както и адаптивен алгоритъм за случайни извадки, са разгледани от Горман и
др. в [9]. Използването на случайни извадки е полезно също така при интегрирането
на HSS ядра в солвъри за задачи с разредени матрици [8].

В общия случай изчислителната сложност на умножението на плътна матрица с
вектор е O(n2). Това води до сложност на HSS компресирането O(rn2). За определени
класове задачи r е много по-малко от n. Така например за двумерни задачи на Поасон
(МКЕ) r е константа, а за тримерни задачи на Хелмхолц (МГЕ) расте бавно при
нарастване на n. Ако разполагаме с бърз алгоритъм за умножение на компресираната
матрица с вектор, сложността на компресията може да се намали до O(r2n).

1.7 ULV-подобна факторизация и решение

Компресираната матрица H в HSS форма може да се факторизира със специален вид
LU факторизация, наречена ULV факторизация [5]. Тази факторизация използва ор-
тогонални трансформации за последователно изключване на първите n−r неизвестни.
Останалите r неизвестни се изключват с LU факторизация. В STRUMPACK е реали-
зирана ULV-подобна факторизация, при която вместо ортогонални трансформации се
използва HSS структурата на компресираната матрицата H.

Процесът на ULV-подобна факторизация е илюстриран на Фигура 1.

В родител

Фигура 1: ULV-подобна факторизация.

След прилагане на ULV-подобната факторизация системата от линейни алгебрич-
ни уравнения Ax = b се свежда до решаване на две системи с триъгълни матрици.
Изчислителната сложност на тази последна стъпка е O(rn) [21].

Глава 2 Метод на граничните елементи за числено решаване
на двумерна задача за обтичане на крилни профили

В тази глава се разглежда числен метод за компютърна симулация на ламинарен поток
около крилни профили на Жуковски. В дисертацията е приложен методът описан в
[18], като е разработена програмна реализация за обтичане на каскада от крилни
профили от идеален флуид. Методът е базиран на колокация на сплайни с на части
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2.3 ОБТИЧАНЕ НА КРИЛНИ ПРОФИЛИ

линейна интерполация. В [23] е представен паралелен код на програмния език C за
решаване на разглежданата задача.

След дискретизиране на интегралните уравнения по метода на граничните еле-
менти се получава система от линейни уравнения с плътна матрица. Резултатите от
прилагане на изследваните в дисертацията методи и алгоритми се сравняват с ре-
зултати получени по метода на последователно изключване (метод на Гаус) реализи-
ран в няколко популярни софтуерни пакета. Върху CPU процесори в сравнителния
анализ на производителността използваме Intel Math Kernel Library (MKL) и Parallel
Linear Algebra for Scalable Multi-core Architectures (PLASMA), докато за Intel Xeon Phi
копроцесорите (накратко наричани MIC от името на архитектурата Many Integrated
Core) MKL производителността се сравнява и с Matrix Algebra on GPU and Multicore
Architectures (MAGMA) за MIC архитектура (наричан за кратко MAGMA MIC).

2.1 Постановка на задачата

2.2 Метод на граничните елементи за пресмятане на токовата фун-
кция на идеален флуид в неограничена двумерна област

Нека Ω ⊂ R2 е неограничена многосвързана област с достатъчно гладка вътрешна
граница S. За разглежданата задача функцията на тока Ψ удовлетворява уравнението
на Лаплас

∇2Ψ ≡ ∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
= 0 (3)

в Ω ⊂ R2 и може да се представи във вида

Ψ(P ) = − 1

4π

∫
S

γ(σ) ln
(
r2(P,Q)

)
dσQ + Ψ∞(P ) + C0, P ∈ Ω. (4)

където r2(P,Q) = (x − ξ)2 + (y − η)2, P = (x, y), Q = (ξ, η) и dσQ е мярка върху S.
Първият член на дясната страна съответства на прост слой с плътност γ(σ), Ψ∞(P )
е хармонична функция, добавена, за да бъдат удовлетворени условията на външната
граница, т.е. при P →∞. При тези предположения за полето на скоростите

−→
C = (u, v),

u =
∂Ψ

∂y
, v =

∂Ψ

∂x

са в сила уравненията

u =
1

2π

∫
S

γ(σ)
y − η
r2

dσ, v = − 1

2π

∫
S

γ(σ)
x− ζ
r2

dσ.

2.3 Обтичане на крилни профили

В този раздел ще разглеждаме задачата за обтичане на крилни профили на Жуковс-
ки. Приемаме, че флуидното течение в безкрайност е с хомогенна скорост

−→
C∞ = (1, 0).

Тук с S са означени контурите на крилните профили. За разглежданата задача то-
ковата функцията Ψ удовлетворява уравнението на Лаплас (3). Крилните профили S
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ГЛАВА 2. МГЕ ЗА ОБТИЧАНЕ НА КРИЛНИ ПРОФИЛИ

са непроницаеми. Следователно е в сила граничното условие Ψ|S = K = const. За да
удовлетворим условията в

−→
C∞, избираме такова Ψ∞, че

−→
C∞ =

(
∂Ψ∞
∂y

,−∂Ψ∞
∂x

)
.

В конкретната задача използваме

Ψ∞(P ) = γ∞(P ).

Така интегралното уравнение (4) се записва във вида

γ(P )− 1

4π

∫
S

γ(σ) ln
(
r2(P,Q)

)
dσQ + C = 0. (5)

За получаване на единствено решение на интегралното уравнение се използва усло-
вието на Рунге-Кута γ(A) = 0, където A са върховете на острите ъгли на крилните
профили.

2.4 Дискретизация

За численото решаване на интегралното уравнение (5) прилагаме метода на гранични-
те елементи. Така непрекъснатата задача се свежда до система от линейни алгебрични
уравнения, която можем да запишем във вида:

(Aγ) s = f(s).

Приближеното решение се търси във вида

γh(S) =

n∑
i=1

γiφi(s).

Тук {φi(s)}ni=1 е Лагранжевият базис на пространството от на части линейни функции
по границата S, върху която е дефинирана мрежата Sh. С γi = γh (si) , i = 1, . . . , n са
означени неизвестните стойности на приближеното решение във възлите на мрежата.
За реализация на метода на граничните елементи прилагаме метод на колокацията
с колокационни точки в средите на елементите от Sh. Следвайки [23] получаваме
системата от линейни уравнения

n∑
i=1

γiΨji = fj , j = 1, 2, . . . , n, (6)

където Ψji = Ψi(sj), f(sj) = fj ,Ψi(s) = (Aφi)(s).
В Раздел 2.5 са представени числени експерименти за задачата за обтичане на пет

крилни профила разположени вертикално един над друг.
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2.6 LU ФАКТОРИЗАЦИЯ

2.5 Анализ на числени експерименти върху компютърни системи с
обща памет

Формирането на матрицата D има сложност O(n2). Сложност O(n) има и изчислява-
нето на коефициентите на челно съпротивление и подемна сила. Фокусът на изслед-
ване в тази работа е върху най-тежката изчислителна част – решаването на системата
линейни алгебрични уравнения, което с метод на Гаус има сложност O(n3) [14].

2.6 LU факторизация

2.6.1 CPU процесори с обща памет

PLASMA (Parallel Linear Algebra Software for Multicore Architectures) [7] е софтуерен
пакет за решаване на системи линейни уравнения с плътни матрици, който имплемен-
тира функциите на стандарта LAPACK.

Ефективността на PLASMA е базирана на силно оптимизирания пакет BLAS (Basic
Linear Algebra Subprograms), в който са реализирани основните операции в линейната
алгебра – умножение на вектори, матрици и вектори с матрици. За това ниво на изчис-
ления използваме MKL BLAS и ATLAS (Automatically Tuned Linear Algebra Software)
BLAS [27].

В Таблица 1са представени резултатите от проведените числени експерименти за
решаване на линейните системи получени при прилагане на метода на граничните
елементи за дискретизация на задачата за обтичане на крилни профили. Сравнени
последователните и паралелни времена за PLASMA + ATLAS, PLASMA + MKL и
MKL за n = 5 000 и n = 40 000, варирайки броя на нишките.

Таблица 1: Последователни и паралелни времена за решаване на системата върху CPU
процесори с обща памет

Софтуер Plasma + ATLAS PLASMA + MKL MKL
Нишки n време [s] ускорение време [s] ускорение време [s] ускорение

1 5 000 8.42 1.00 5.03 1.00 5.30 1.00
16 5 000 0.67 12.57 0.47 10.69 0.47 11.26
32 5 000 0.88 9.59 0.65 7.76 0.65 8.12
1 40 000 4008.76 1.00 2497.12 1.00 2233.93 1.00
16 40 000 282.94 14.17 166.41 15.01 147.64 15.13
32 40 000 325.17 12.33 169.58 14.73 148.59 15.03

Резултатите показват добро ускорение за всички тествани библиотеки до 16 нишки.
Ускорението достига до 15 и е близо до теоретичния максимум 16.

Паралелната ефективност на PLASMA с MKL и MKL е близка, като достига 94%
за най-голямата задача (n = 40 000). И двата варианта превъзхождат PLASMA с
ATLAS повече от 1.5 пъти.

2.6.2 MIC ускорители

В този раздел анализираме паралелната ефективност на Intel Xeon Phi 7120P копроце-
сори (MICs). MIC-овете са проектирани за масивни паралелни и векторни изчисления
необходими при високопроизводителните изчисления. Използваният модел MIC има
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Таблица 2: Последователни и паралелни времена и ускорения за решаване на систе-
мата върху MIC копроцесорите

Пакет MAGMA MIC MKL
Нишки n време [s] ускорение време [s] ускорение

1 5 000 11.70 1.00 17.64 1.00
60 5 000 5.81 2.01 2.86 6.16
120 5 000 6.76 1.73 3.55 4.97
240 5 000 5.39 2.17 3.80 4.64
1 40 000 4896.49 1.00 2101.93 1.00
60 40 000 665.53 7.36 154.23 13.63
120 40 000 432.89 11.31 93.80 22.41
240 40 000 208.48 23.49 64.43 32.62

(а) Последователно (б) Паралелно с 16 нишки

Фигура 2: Сравнение на производителността на софтуерните библиотеки за CPU и
MIC.

61 ядра, като всяко ядро може да изпълнява едновременно инструкции от 4 нишки,
т.е. могат да се използват максимум 244 нишки. Използваме Offload режим, при който
едно от ядрата се запазва за комуникация с CPU процесора и можем да използваме
до 60 ядра (240 нишки).

В Таблица 2 са представени резултати от числени експерименти за решаване на
системите при n = 5 000 и n = 40 000, варирайки броя на нишките от 1 до 240. Ре-
зултатите показват много по-добра производителност на MKL в сравнение с MAGMA
MIC. Това може да се дължи на по-добрата комуникация между нишките в MKL. За
по-голямата задача постигнатото паралелно ускорение е 32.

На Фигура 2 е сравнена производителността на използваните софтуерни пакети за
CPU и MIC архитектурата.

Производителността на PLASMA с MKL за решаване на системите върху CPU е
по-добра от тази на MAGMA MIC. Това може да се дължи на по-добра комуникация
между нишките.

2.7 Йерархична полусепарабелна компресия

Йерархичната полусепарабелна компресия имплементирана в софтуерния пакет
STRUMPACK е приблизителна. Това означава, че компресираната матрица H
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2.7 ЙЕРАРХИЧНА ПОЛУСЕПАРАБЕЛНА КОМПРЕСИЯ

апроксимира изходящата матрица A. Потребителят задава два прага на грешката –
абсолютен εabs и относителен εrel [9]. В представените в дисертацията експерименти
абсолютният праг е фиксиран на εabs = 10−8, като варираме относителния праг
εrel = 10−2, 10−4, 10−6, 10−8 и 10−12.

2.7.1 Сравнителен анализ на йерархична и LU факторизация върху CPU
с обща памет

В този раздел анализираме производителността на метода на полусепарабелна йерар-
хична (HSS) компресия и неговата софтуерна реализация STRUMPACK в сравнение
с метода на Гаус и неговата най-добра (на базата на анализа, изложен по-горе) реа-
лизация MKL, където алгоритъмът използва блочна LU факторизация. На Фигура 3
са представени последователните (Фигура 3а) и паралелните (Фигура 3б) времена
за решаване на системата линейни уравнения. Резултатите потвърждават по-добрата
изчислителна сложността на HSS компресията (O(n2r)) в сравнение с LU фактори-
зацията (O(n3)). Ясно се вижда и въздействието на избрания относителен праг на
грешката εrel.

(а) Последователно (б) Паралелно с 16 нишки

Фигура 3: Производителност на STRUMPACK сравнена с MKL

За последователните експерименти STRUMPACK е много по-ефективен от най-
добрия пряк солвър, който използваме – MKL. STRUMPACK показва по-малки пара-
лелни ускорения, съответно от ∼2 до ∼5. Това се дължи на по-сложната рекурсивна
структура на HSS компресията.

2.7.2 Анализ на грешката за HSS-базирания солвър

Нека припомним отново, че HSS компресията е приблизителна, т.е. компресираната
матрица H е приближение на матрицата A. Полученото с помощта на HSS компресия
решение на системата линейни алгебрични уравнения е апроксимация на точното. За
оценка на грешката приемаме за референтно решението по метода на Гаус с пряк сол-
вър на базата на LU факторизация (виж Раздел 2.6). Тук анализираме относителната
грешка Rrelative дефинирана както следва:
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ГЛАВА 2. МГЕ ЗА ОБТИЧАНЕ НА КРИЛНИ ПРОФИЛИ

Rrelative =

∥∥xGauss − xHSS
∥∥
l2

‖xGauss‖l2
=

√∑n
i=1(xGauss

i − xHSSi )2√∑n
i=1(xGauss

i )2

, (7)

където xGauss е решението получено с гаусовия солвър от пакета MKL, което се из-
ползва като референтно, а xHSS е решението получено при използване на йерархична
полусепарабелна компресия.

В Таблица 3 са показани относителните грешки Rrelative, варирайки размерността
на задачата n ∈ {5 005, 10 005, 15 005, 20 005, 25 005, 40 005}, както и праговете на
относителна грешка εrel ∈ {10−6, 10−8, 10−12}.

Таблица 3: Относителна грешка Rrelative

n
εrel n

εrel
10−6 10−8 10−12 10−6 10−8 10−12

5005 1.1 0.085 0.00019 15005 0.29 0.23 0.00097
20005 0.28 0.34 0.0038 25005 0.3 1.48 0.013
10005 0.75 0.17 0.00075 40005 0.37 1.59 0.027

Точността и изчислителната ефективност на йерархичния метод зависят от макси-
малния ранг на извъндиагоналните блокове r, който се определя от избраните прагове
на грешката и зависи от структурата на изходната матрица A. По-големият ранг r
съответства на по-малка относителна грешка Rrelative, както и на по-дълго време за
решаване на системата.

Анализът на представените резултати показва, че за постигане на висока точност
на метода може да е необходим много малък праг съответстващ на голям ранг r. В
такъв случай методът на HSS компресия може да не бъде достатъчно ефективен.

(а) Ранг r (б) Отношение на r/n

Фигура 4: Максимален извъндиагонален ранг r
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2.10 HSS КОМПРЕСИЯ

2.8 Паралелна скалируемост върху компютърни системи с разпре-
делена памет

Този раздел е посветен на анализ на някои специфични особености и трудности при
работа с изчислителни системи с хибридна архитектура. Те имат разпределена па-
мет на нивото на сървърите, от които са изградени и обща памет в рамките на всеки
сървър. Представените резултати са публикувани в [24]. Както и в предишния раз-
дел, сравнителният анализ включва паралелните библиотеки MKL и STRUMPACK.
За решаване на системата от линейните алгебрични уравнения, получена при дискре-
тизация на задачата за обтичане на профили на Жуковски са използвани един или
два сървъра, свързани с етернет. Анализирани са следните варианти на изпълнение
на MKL и STRUMPACK: Последователно; Паралелизация с 24 OpenMP нишки; Па-
ралелизация с 24 MPI процеса на 1 сървър; Паралелизация с 48 MPI процеса на 2
сървъра; Хибридна паралелизация с 2 MPI процеса на 2 сървъра, всеки с 24 OpenMP
нишки.

2.9 LU факторизация

На Фигура 5 са показани времената за решение на системата от линейни алгебрични
уравнения с MKL. Най-добро време се получава с OpenMP при използване на един
сървър. Паралелното ускорение на един сървър е най-добро за OpenMP, следвано от
MPI (Фигура 5б). Това се обяснява с относително по-бавните етернет комуникации
между процесите при използване на повече от един сървър.

(а) MKL времена (б) MKL паралелни ускорения

Фигура 5: Паралелни времена и ускорения за решаване на системите с MKL.

2.10 HSS компресия

При решаване на системата с използвана HSS компресия се получават по-малки па-
ралелни ускорения отколкото при прекия Гаусов солвър (виж Фигура 6). Това може
да се обясни с рекурсивната структура на HSS компресията.

При числените експерименти с най-ниския праг на относителна грешка
(εrel = 10−8) се получава най-добро време за изпълнение при използване на
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ГЛАВА 3. МКЕ ЗА СТАЦИОНАРНА ЗАДАЧА ЗА ДРОБНА ДИФУЗИЯ

MPI върху един сървър. Това най-вероятно се дължи на факта, че OpenMP па-
ралелизацията в STRUMPACK е направена по-късно в разработката на пакета от
MPI.

(а) STRUMPACK времена
при εrel = 10−2

(б) STRUMPACK времена
при εrel = 10−6

(в) STRUMPACK времена
при εrel = 10−8

Фигура 6: Времена и паралелни ускорения.

Поведението на паралелното ускорение се променя съществено при използване на
два сървъра. Това се дължи на (относително) бавната връзка между тях – 1000 Mb
Ethernet. Можем да направим извода, че ефективността може значително да се по-
добри при по-бърза комуникационна среда (например InfiniBand), както и при увели-
чаване на размера на решаваните системи линейни алгебрични уравнения.

2.11 Заключителни бележки

Централно място в представените резултати заема изследването на метода на йерар-
хична полусепарабелна компресия (HSS компресия). Експерименталният сравнителен
анализ е на базата на неговата реализация в софтуерния пакет STRUMPACK. Той
показва по-добро бързодействие от преките Гаусови солвъри, използващи блочна LU
факторизация. В същото време получените паралелни ускорения със STRUMPACK
са по-малки, което се обуславя от по-сложната йерархична структура на алгоритъма.

Точността и изчислителната ефективност на HSS компресията зависят от праго-
вете на относителна и абсолютна грешка. Това са параметри, които се избират от
потребителя. Представеният анализ показва как да получим най-добра ефективност
при зададена точност.

Глава 3 Метод на крайните елементи за числено решаване на
двумерна стационарна задача за дробна дифузия

Дробните елиптични оператори по пространството на степен α ∈ (0, 1) описват процеси
на аномална дифузия. Свързаните с тях гранични задачи са нелокални и, в общия
случай, численото решение на такива задачи е изчислително скъп процес. Такъв тип
нелокални модели се прилага например в обработката на изображения, финансовата
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3.1 ПОСТАНОВКА НА ЗАДАЧАТА

математика, електро-магнитостатиката, перидинамиката, моделирането на течения в
порести среди и много други.

Представените числени експерименти са за моделни задачи в квадратна и кръгла
област, като авторефератът се ограничава с резултати само за първата. Дробният лап-
ласиан се дефинира с помощта на потенциал на Риц (Riesz). Теоретичната постановка
на задачата и разработеният специализиран метод на крайните елементи за нейното
числено решаване са представени в статията на Акоста и съавтори [1]. В [2] авторите
описват алгоритмичната реализация на метода.

В Глава 2 бяха анализирани няколко софтуерни пакета реализиращи методи от
тип гаусова елиминация. В тази глава е използван само най-ефективният от тях: Intel’s
Math kernel Library (MKL). Анализирана е производителността на алгоритъма базиран
на йерархична полусепарабелна компресия (HSS), реализиран в пакета STRUctured
Matrix PACKage (STRUMPACK). Изследвани са няколко метода за пренареждане на
неизвестните с цел подобряване ефективността на HSS компресията.

3.1 Постановка на задачата

Дробният лапласиан може да се представи във вида

(−∆)α u(x) = C(d, α) P.V.
∫
Rn

u(x)− u(y)

|x− y|d+2α
, (8)

където P.V. означава главна стойност, d е размерността, α ∈ (0, 1), а C(d, α) е норма-
лизиращата константа

C(d, α) =
22ααΓ

(
α+ d

2

)
πd/2Γ(1− α)

,

където Γ е гамма функцията.
В тази глава е използвана интегралната дефиниция на дробен лапласиан, в съот-

ветствие с възприетата постановка на задачата в статията на Акоста [2]. Така раз-
глеждаме следната гранична задача за дробния оператор на Лаплас{

(−∆)α u(x) = f(x), x ∈ Ω

u(x) = 0, x ∈ Ωc.
(9)

Тук Ω ⊂ Rd е ограничена отворена област, Ωc е допълнението на Ω в Rd и f(x), x ∈ Ω,
e дясна част с достатъчна гладкост.

Вариационната формулировка на (9) се получава, като уравнението се умножи
с тестова функция и се интегрира по части. Така за слабото решение получаваме
уравнението: търси се u ∈ Hα(Ω), такова че

C(d, α)

2
〈u, v〉HαRd =

∫
Ω

fv, v ∈ H̃α(Ω). (10)

Скаларното произведение на u и v е дефинирано в Хилбертовото пространство Hα(Ω)
с норма ‖ · ‖Hα(Ω) = ‖ · ‖L2(Ω) + | · |Hα(Ω). Тук | · |Hα(Ω) е полунормата на Ароншайн-
Слободецкий. 〈u, v〉HαRd може да се запише във вида

〈u, v〉HαRd =

∫∫
Rd×Rd

(u(x)− u(y)) (v(x)− v(y))

|x− y|d+2α
dxdy.
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ГЛАВА 3. МКЕ ЗА СТАЦИОНАРНА ЗАДАЧА ЗА ДРОБНА ДИФУЗИЯ

Ще обърнем внимание на факта, че интегрирането е върху цялото пространство Rd.
Коректността на вариационната постановка на задачата (10), както и съществу-

ването и единствеността на решение в H̃α(Ω) следват от лемата на Лакс-Милграм
(Lax-Milgram).

3.2 Постановка на метода на крайните елементи

Нека T е допустима триангулация на областта Ω съставена от NT триъгълни край-
ни елементи. Разглеждаме крайноелементното пространство Vh от непрекъснати на
части линейни функции върху T . Нека {ϕ1, . . . , ϕN} ⊂ Vh е лагранжев възлов базис
съответстващ на върховете на триъгълниците от NT означени с x1, . . . , xN , които не са
на границата ∂Ω. Тогава ϕi(xj) = δji . Нека T ∈ T е даден елемент от триангулацията
и нека означим с hT и ρT съответно диаметъра и радиуса на вписаната в T окръж-
ност, като h = maxT∈T hT . Разглеждаме регулярни по форма триангулации, за които
съществува τ > 0 независещо от T , такова че

hT ≤ τρT , ∀T ∈ T .

При тези предположения за всяко α ∈ (0, 1) дискретният аналог на вариационната
задача (10) има вида

C(d, α)

2
〈uh, vh〉Hα(Rn) =

∫
Ω

fvh, vh ∈ Vh. (11)

Тук с uh =
∑
j uj , ϕj е означено численото решение по метода на крайните елементи

(МКЕ) на стационарната задача за дробна дифузия (9). Решаването на дискретната
вариационна задача се свежда до система от линейни алгебрични уравнения във вида
KU = F , където U = (uj) ∈ RN са неизвестните възлови стойности. Матрицата на
коравина K е симетрична и положително определена, и следователно системата има
единствено решение.

Фигура 7: Допустима три-
ангулация за квадратна
област Ω с обвиващ кръг
B.

В приложения в [1] вариант на МКЕ, интегрирането се
редуцира до кръгова област B ⊃ Ω, такава че разстояни-
ето между границата Ω и допълнението Bc е достатъчно
голямо. Добавя се допълнителната триангулация T̃A вър-
ху B\Ω, такава че общата триангулация T̃ = T ∪TA върху
B е допустима. На Фигура 7 е показан пример на такава
триангулация за квадратна област Ω. Възлите отбелязани
с удебелен шрифт съответстват на неизвестните uj .

Нека означим с MT̃ броя на елементите в триангула-
цията върху кръговата област B. Тогава елементите на
матрицата на коравина K могат да се запишат във вида

Kij =
C(d, α)

2

NT̃∑
`=1

 NT̃∑
m=1

Ii,j`,m + 2J i,j`

 , `,m ∈ [1, . . . , NT̃ ] ,

(12)
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където за въведените интеграли I и J са в сила формулите

Ii,j`,m =

∫
T`

∫
Tm

(ϕ(x)− ϕi(y)) (ϕj(x)− ϕj(y))

|x− y|2+2α
dxdy (13)

J i,j` =

∫
T`

∫
Bc

ϕi(x)ϕ(x)

|x− y|2+2α
dydx. (14)

3.3 Пренареждане на неизвестните

Както беше отбелязано в Раздел 1.5 за определени класове задачи е възможно неиз-
вестните да бъдат пренаредени така, че да се подобри съществено структурата на
матрицата на системата. Представеният в тази глава анализ показва, че за матриците
породени от задачата за дробна дифузия пренареждането е необходимо.

На Фигура 9а са показани оригиналните номерации на възлите в триангулацията.
Те се получават от MatLab функцията in i tmesh при генериране на крайноелемен-
тните мрежи. Структурата на матрицата съответстваща на това подреждане не е
подходяща за йерархичния солвър от пакета STRUMPACK.

3.3.1 Пренареждане по Y координата – „top“

При това пренареждане съответстващите на възлите от триангулацията на Ω неиз-
вестни се сортират по тяхната Y координата. Новата номерация и структурата на
получената матрица са визуализирани на Фигура 9б.

3.3.2 Пренареждане по линии – „stripes“

При това пренареждане новата номерация на възлите от мрежата е по хоризонтал-
ни линии. Пример за това пренареждане и структурата на получената матрица са
показани на Фигура 9в.

3.3.3 Пренареждане по спирала – „snake“

Този алгоритъм пренарежда неизвестните по спирала наподобяваща навита змия. Това
пренареждане и структурата на получената матрица са визуализирани на Фигура 9г.

3.3.4 Пренареждане по метода на вложените сечения

Методът на вложените сечения (Nested Dissection) използва подхода „разделяй и вла-
дей“ за разделяне на графа представящ структурата на ненулевите елементи на зада-
дена разредена симетрична матрица.

Алгоритъмът включва три стъпки:

1. Конструиране на неориентиран граф, съответстващ на триангулацията в който
върхове са възлите от мрежата а ребрата са страните на съответните триъгъл-
ници.
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2. Рекурсивно разделяне на графа, използвайки разделители (такива малки под-
множества от върхове, че когато се премахнат графът се разделя на два подгра-
фа). Тази процедура продължава рекурсивно.

3. Пренареждане на възлите в съответствие с рекурсивната структура: първо по
подграфи и след това по разделители.

Фигура 8: Пренарежда-
не с метод на вложени-
те сечения. С „X“ е озна-
чен първия връх, а с „О“
последния.

Разделителите за тестовата задача в квадратна област
са показани на Фигура 8. Пренареждането и получената
структура на матрицата са визуализирани на Фигура 9г.

3.3.5 Пренареждане по метода на рекурсивна би-
секция

Разглеждаме рекурсивната бисекция като алтернативен
подход за разделяне на графа на две части [22]. За разли-
ка от метода на вложените сечения, в този случай графът
се разделя чрез премахване на множество от ребра. Про-
цесът продължава рекурсивно, като всеки от двата под-
графа се разделя на две по същият начин и така нататък.
Частите на всяко ниво на рекурсивното разделяне се но-
мерират последователно.

Рекурсивната бисекция се използва за балансиране на натоварването при решаване
на задачи върху изчислителни системи с разпределена памет [22].

(а) Без пренареждане (б) „top“ (в) „stripes“

(г) „snake“ (д) Вложени сечения (е) Рекурсивна бисекция

Фигура 9: Пренареждане на върховете в квадратна област Ω (горе) и структура на
съответната матрица K. Тъмносивите линии показват подреждането на възлите от
първия (маркиран с „X“) до последния (маркиран с „О“).

3.4 Анализ на числени експерименти върху компютърни системи с
обща памет

Експерименталните резултати анализирани в този раздел са получени върху един сър-
вър от суперкомпютъра AVITOHOL. Оригиналната номерация на възлите (неизвест-
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ните) се получава в резултат от генерирането на мрежата реализирано в програмата
публикувана в статия [2]. С цел подобряване ефективността на йерархичния солвър
от пакета STRUMPACK са анализирани няколко подхода за пренареждане на неиз-
вестните.

Числените експерименти са за задачи с дробен лапласиан със степен α = 0.5. Визу-
ализация на численото решение на задачата за квадратна и кръгла област е показана
на Фигура 10. В автореферата са представени резултати за квадратната област.

(а) Квадратна област (б) Кръгла област

Фигура 10: Решение на задачата за дробна дифузия за квадратна и кръгла област.

В този раздел анализираме производителността на двата разглеждани метода на
базата на тяхната реализация в следните софтуерни пакети за изчислителни системи
с обща памет: LU факторизация от MKL и HSS компресия от STRUMPACK.

3.5 Квадратна област

На Фигура 11 са представени последователните времена (при използване на една ниш-
ка) за решаване на системата линейни алгебрични уравнения. В повечето случаи йе-
рархичният солвър показва най-добри времена при рекурсивната бисекция, следвана
от метод на вложените сечения, „top“ и „stripes“. Експериментите показват, че MKL
има по-добра производителност от STRUMPACK за всички стойности на относител-
ният праг с изключение на εrel = 10−2, където резултатите за рекурсивната бисекция,
„stripes“ и „top“ пренарежданията са по-добри.

Можем да направим също така извода, че като изключим варианта без пренареж-
дане и пренареждането от тип „snake“, STRUMPACK показва относително близка до
MKL производителност.

3.5.1 Извъндиагонален ранг

На Фигура 12 е представен извъндиагоналният ранг r изчислен в процеса на HSS
компресията, като на Фигура 13 са показани отношенията n/r, където n е броят на
неизвестните. Стойността на r е мярка за ефективността на компресията за дадената
матрица. Колкото по-малък е рангът, толкова по-ефективна е компресията. При ори-
гиналното подреждане стойностите на r са най-големи, като варират между 1/3 и 1/4
от броя на неизвестните. Следващ по големина ранг се получава при пренареждане-
то „snake“. Рангът за останалите пренареждания има относително близки стойности,
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(а) εrel = 10−2 (б) εrel = 10−4 (в) εrel = 10−6 (г) εrel = 10−8

Фигура 11: Сравнителен анализ на времената за решаване на системата линейни ал-
гебрични уравнения с MKL и STRUMPACK с пренареждания „top“, „snake“, „stripes“,
вложени сечения (Nested Dissection) и рекурсивна бисекция (Recursive Bisection) за
случая на квадратна област.

като за повечето от разгледаните примери за рекурсивната бисекция се получава най-
висока ефективност на йерархичната полусепарабелна компресия. Ролята на ранга се
потвърждава и от анализираните в предходния раздел резултати показани на Фигу-
ра 11.

(а) Без пренареждане (б) „top“ (в) „snake“

(г) „stripes“ (д) Вложени сечения (е) Рекурсивна бисек-
ция

Фигура 12: Максимален извъндиагонален ранг r.

24



3.5 КВАДРАТНА ОБЛАСТ

(а) Без пренареждане (б) „top“ (в) „snake“

(г) „stripes“ (д) Вложени сечения (е) Рекурсивна бисек-
ция

Фигура 13: Отношение на броя на неизвестни n и максималния ранг r.

3.5.2 Паралелни времена и ускорения

В този раздел анализираме паралелната ефективност. Проведени са числени експе-
рименти за матрици с нарастваща размерност n ∈ [2 131, 32 302]. На Фигура 14 са
представени резултати получени при използване на 16 нишки. Виждаме, че графики-
те имат подобно поведение, като за по-големите задачи (по-големите стойности на n)
ускоренията стават близки до линейни. Това е в съответствие с теоретичните оценки.
Отбелязваме, че за εrel = 10−2 и пренареждане „top“ йерархична HSS компресия е
с по-добри времена за двете най-големи системи, т.е. при n = 24 892 и n = 32 302.
В останалите случаи директният гаусов солвър MKL е по-бърз. Това се дължи и на
по-сложната рекурсивна структура на HSS компресията. Можем да очакваме, че при
по-големи стойности на n, STRUMPACK може да покаже по-добри времена от MKL
и за по-малки стойности на прага на относителна грешка εrel.

3.5.3 Анализ на грешката за HSS-базирания солвър

При прилагане на HSS солвъра от пакета STRUMPACK получаваме приближение на
решението на системата. Това се дължи на факта, че компресираната матрица H е
апроксимация на изходната. Както и в предходната глава, ще анализираме относител-
ната грешка на метода (7). В този анализ приемаме решението получено с директния
гаусов солвър на MKL за референтно.

В Таблица 4 са представени относителните грешки за оригиналното подреждане и
разгледаните пренареждания на неизвестните за квадратна област. За повечето екс-
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(а) εrel = 10−2 (б) εrel = 10−6 (в) εrel = 10−8

Фигура 14: Сравнение на паралелните времена за решаване на системата линейни
алгебрични уравнения с MKL и STRUMPACK с пренареждания „top“, „snake“, „stripes“,
вложени сечения (Nested Dissection) и рекурсивна бисекция (Recursive Bisection) за
квадратна област.

перименти относителната грешка е близка до зададения праг на относителна грешка
εrel.

Относителната грешка зависи от ефективността на компресията. Това означава,
че когато изчисленият ранг r на извъндиагоналните блокове е по-малък изходящата
матрица се компресира по-ефективно, което води до по-малко изчислително време, но
и до по-висока относителна грешка Rrelative поради по-голямата компресия.

3.6 Заключителни бележки

Експерименталният сравнителен анализ се базира на реализацията на HSS компресия
и ULV-подобна факторизация в софтуерния пакет STRUMPACK. Анализът показва
добро бързодействие на последователния алгоритъм в сравнение с прекия гаусов сол-
вър, използващ блочна LU факторизация. В същото време, получените паралелни
производителности и ускорения при използване на пакета STRUMPACK са по-малки,
което се обяснява с по-сложната йерархична и рекурсивна структура на компресията.

Точността и изчислителната ефективност на HSS компресията съществено зави-
сят от праговете на относителна грешка εrel и абсолютна грешка εabs, както и от
наличието на подходяща структура на матрицата. При експериментите се наблюдава
относителна грешка Rrelative на численото решение близка до εrel. За подобряване на
структурата на матрицата са предложени пет начина за пренареждане на неизвес-
тните, които увеличават съществено ефективността на компресията. Представеният
анализ показва, че при повечето експерименти ефективността на HSS компресията е
най-добра при пренареждане с рекурсивната бисекция.

Структурата на матрицата получена при дискретизация на дробно дифузионната
задача е по-малко подходяща за HSS компресия, в сравнение със задачата разгледана
в Глава 2. Това може да се обясни с факта, че дробният лапласиан е силно нелокален.
Предложените пренареждания на неизвестните значително подобряват ефективност-
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Таблица 4: Относителна грешка за квадратна област.

(а) Без пренареждане пренареждане „top“.

Без пренареждане „top“

n
Rrelative за rtol Rrelative за rtol

10−2 10−4 10−6 10−8 10−2 10−4 10−6 10−8

2131 0.0125 0.000124 1.633e-06 1.088e-08 0.122 0.00014 1.469e-06 1.003e-08
4167 0.0244 0.000211 2.195e-06 1.414e-08 0.194 0.000345 1.868e-06 1.95e-08
8030 0.0435 0.000422 7.515e-06 5.049e-08 0.237 0.00681 5.732e-06 3.446e-08

12805 6.74 0.0212 6.258e-06 5.04e-08 0.329 0.00976 4.3e-06 6.554e-08
16184 0.136 0.000818 1.307e-05 1.035e-07 0.335 0.00117 5.96e-06 6.16e-08
24892 0.115 0.000955 1.791e-05 1.659e-07 0.45 0.00192 4.920e-06 9.5e-08
32302 0.145 0.0011 3.409e-05 1.533e-07 0.479 0.00246 9.788e-06 9.09e-08

(б) Пренареждания „snake“ и „stripes“.

„snake“ „stripes“

n
Rrelative за rtol Rrelative за rtol

10−2 10−4 10−6 10−8 10−2 10−4 10−6 10−8

2131 0.0786 0.000229 1.353e-06 1.144e-08 0.111 0.000324 2.01e-06 1.283e-08
4167 0.172 0.000355 2.212e-06 2.357e-08 0.193 0.000623 2.178e-06 4.491e-08
8030 0.206 0.00107 2.737e-06 5.342-08 0.287 0.00108 7.943e-06 4.421-08

12805 0.324 0.00286 6.105e-06 1.995e-07 0.382 0.00117 6.793e-06 7.977e-08
16184 0.397 0.00363 8.919e-06 9.394e-08 0.393 0.00163 5.446e-06 7.988e-08
24892 0.513 0.00753 1.32e-05 1.174e-07 0.478 0.00176 7.613e-06 1.211e-07
32302 0.587 0.00647 3.129e-05 1.774e-07 0.497 0.00231 9.161-06 1.088e-07

(в) Пренареждания по методите на вложените сечение и рекурсивната бисекция.

Вложени сечения Рекурсивна бисекция

n
Rrelative for STRUMPACK with rtol Rrelative for STRUMPACK with rtol

10−2 10−4 10−6 10−8 10−2 10−4 10−6 10−8

2131 0.145 0.000403 2.837e-06 3.022e-08 0.0892 0.000338 2.694e-06 2.373e-08
4167 0.247 0.00138 2.866e-06 6.963e-08 0.223 0.000987 3.28e-06 5.245e-08
8030 0.378 0.00221 6.636e-06 7.277e-08 0.373 0.00172 6.402e-06 7.322e-08

12805 0.469 0.00342 8.211e-06 1.159e-07 0.424 0.000929 7.06e-05 1.043e-07
16184 0.499 0.00268 8.668e-06 1.542e-07 0.487 0.00217 8.736e-06 1.745e-07
24892 0.583 0.00318 1.04e-05 1.536e-07 0.536 0.0033 1.738e-05 2.e-07
32302 0.615 0.00539 1.432e-05 2.159e-07 0.612 0.0031 1.419e-05 3.386e-07

та на STRUMPACK. Въпреки това паралелното бързодействие на HSS компресията
отстъпва на прекия солвър използващ блочна LU факторизация.

Едно от предимствата на HSS компресия е, че при решаване на серия от системи
линейни алгебрични уравнения, при които матрицата не се изменя по-ниската изчис-
лителна сложност на решаване с факторизирана матрица след HSS компресия и ULV-
подобна факторизация O(nr) ще има предимство пред решаването с факторизирана
матрица след LU факторизация – O(n2). Такъв например е случаят на параболична
задача, при дискретизацията на която се използва матрица на масата с диагонална
концентрация(lumped mass matrix) разгледана в следващата глава.

Глава 4 Метод на крайните елементи за решаване на двумерна
параболична задача за дробна дифузия

Водещ интерес за изследванията в тази глава представлява решаването на системи с
факторизираната матрица при прилагане на йерархичния метод. Тази стъпка, след
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HSS компресия и ULV-подобна факторизация, има изчислителната сложност O(nr)
[5]. За сравнение при използването на LU факторизация (гаусова елиминация) реша-
ването на системи с факторизираната матрица изисква O(n2) аритметични операции.
При стационарната задача тази стъпка се изпълнява само веднъж и почти не влияе
на бързодействието на солвърите. Това се променя, когато численият метод включва
решаване на последователност от системи линейни алгебрични уравнения с една и
съща матрица. В този случай относителната тежест на времето за решаване на сис-
теми с факторизираната матрица се увеличава съществено. Такъв е разглежданият в
настоящата глава метод за решаване на параболична задача с дробна дифузия.

За генериране на матрицата на масата е разработен алгоритъм и софтуерен модул,
който използва информацията за геометрията на триангулацията T ∈ Ω. За дискре-
тизация по времето ще използваме неявна диференчна схема на Ойлер с постоянна
стъпка и диагонална концентрация на матрицата на масата (lumped mass matrix).

За числените експерименти в настоящата глава използваме аналог на тестовия
пример от статията на Вабишчевич [26]. Това дава възможност да направим сравнение
на числените резултати, съответстващи на двете различни дефиниции на дробния
лапласиан.

4.1 Постановка на задачата

Използваме интегралното представяне (9) на дробният лапласиан. Разглеждаме след-
ната параболична задача за неизвестната функция u(x, t), (x, t) ∈ Ω× [0, T ]∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u(x, t)

∂t
+ (−∆)αu(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω, t ∈ [0, T ],

u(x, t) = 0, x ∈ Ωc, t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

Тук [0, T ] е времевият интервал. Хомогенните гранични условия на Дирихле се налагат
както при стационарната задача разгледана в предходната глава.

Използваме същата допустима триангулация T ∈ Ω като в предходната глава. Така
получаваме задачата на Коши

ML
du

dt
+Ku = MLf , 0 < t ≤ T, u(0) = u0,

за неизвестните функции u = (uj(t)) ∈ RN , t ∈ [0, T ] и дясна част f = (fj(t)) ∈ RN .
Тук K = Kij ∈ RN×N е матрицата на коравина, съответстваща на дробния лапла-
сиан. Тя има вида дефиниран в уравнения (12) и (14). С ML = diag

(
mi
L

)
∈ RN е

означена матрицата на масата с диагонална концентрация (lumped mass matrix), къ-
дето mi

L е концентрираната маса във възела xi. Алгоритъмът и програмният модул
за изчисляване на матрицата ML са представени в Приложение Б.

За дискретизация по времето използваме неявния метод на Ойлер, който в общия
случай има вида

ML
uj+1 − uj

τj
+Kuj+1 = ML

f j+1 + f j

2
, j = 0, . . . ,m− 1, (15)
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където m е броят на стъпките по времето,

m−1∑
j=0

τj = T,

t0 = 0, tj+1 = tj + τj и uj = u(tj), f j = f(tj).
В настоящата дисертация ще се ограничим до случая на постоянна стъпка по вре-

мето τj = τ . При това условие реализацията на всяка стъпка по времето на (15) се
свежда до решаване на системата линейни алгебрични уравнения

K̃uj+1 = f̃ j , (16)

където

K̃ =
ML

τ
+K, f̃ j = ML

(
f j+1 + f j

2
+

uj

τ

)
.

Матрицата на коравина и матрицата на масата са симетрични и положително опре-
делени, и следователно (16) има единствено решение. Матрицата K̃ не зависи от j, т.е.
тя е една и съща за всички стъпки по времето. Това означава, че при реализацията
на метода на Ойлер факторизацията се изпълнява един път, след което решаваме m
системи с факторизираната матрица.

Изчислителната сложност на LU факторизацията е O
(
n3
)
, като след това реали-

зацията m на брой стъпки по времето изисква още O
(
n2m

)
аритметични операции.

При йерархичния метод – HSS компресията и ULV-подобната факторизация имат
обща изчислителна сложност O(n2r), като след това за решаване на системите с фак-
торизираната матрица са необходими още O(nrm) аритметични операции. Така, опре-
делящ за ефективността на йерархичния метод е извъндиагоналният ранг r.

В Глава 3 бяха предложени и анализирани няколко метода за пренареждане на
неизвестните за стационарната задача с дробна дифузия. Така тук ще се ограничим
до анализ на числени резултати при най-ефективното пренареждане – рекурсивната
бисекция.

За числените експерименти ще използваме аналог на параболичната задача от ста-
тията на Вабишчевич [26], в която се използва спектралната дефиниция на дробния
лапласиан. Задачата се решава за (x, t) ∈ Ω× [0, T ] = (−1, 1)2 × (0, 0.1). Решението се
определя от независеща от времето дясна част

f(x) =
(x1 + 1)(x2 + 1)

4
,

и начално условие

u0(x) = 100

(
x1 + 1

2

)2(
1− x1 + 1

2

)(
x2 + 1

2

)2(
1− x2 + 1

2

)
За дискретизация по пространството са използвани триангулациите от Глава 3, при
стъпка по времето τ = T/m, m = 256.

На Фигура 15 са показани началното условие u0(x) и числените решения при
α = 0.5 за t ∈ {0.025, 0.05, 0.075, 0.1}. Получените резултати са качествено подобни
на резултатите, представени в [26].
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(а) t = 0 (б) t = 0.025 (в) t = 0.05 (г) t = 0.075 (д) t = 0.1

Фигура 15: Числени решения на моделната параболична задача с дробна дифузия със
степен α = 0.5: МКЕ по пространството и неявен метод на Ойлер по времето.

4.2 Анализ на числени експерименти върху компютърни системи с
обща памет

Анализираните в тази глава числени резултати са получени върху компютърни систе-
ми с обща памет. Както и в предходните глави, този тип експерименти са проведени
на суперкомпютър AVITOHOL.

За генериране на матрицата на коравина K и дясната част f е използвана програ-
ма на MatLab, която е публикувана в [2]. За пренареждане на неизвестните по метода
на рекурсивната бисекция е използван алгоритъмът описан в Раздел 3.3.5 и разрабо-
теният код, представен в Приложение А.4. За изчисляване на матрицата на масата с
диагонална концентрация ML е реализиран алгоритъмът представен в Приложение
Б.

4.3 Последователни и паралелни експерименти.

На Фигура 16 са представени: времената за изпълнение на йерархичната полусепара-
белна компресия и ULV-подобна факторизация при използване на софтуерния пакет
STRUMPACK и на LU факторизацията при използване на MKL – (Фигури 16а и 16г);
общото време за решаване на системите с факторизираните матрици на всяка от стъп-
ките по времето в метода на Ойлер – (Фигури 16б и 16д); и цялото време за решаване
на задачата – (Фигури 16в и 16е). В почти всички случаи резултатите от числените
експерименти показват по-добрата ефективност на йерархичния метод, като тенден-
цията е тя да се повишава с увеличаване на броя на неизвестните n. За най-голямата
система (n = 32 302) времената за решаване на цялата задача с прилагане на HSS
компресия от пакета STRUMPACK са между ∼2.5 и ∼5 пъти по-добри отколкото
при използване на LU факторизация от пакета MKL. Тези резултати потвърждават
теоретичните очаквания за по-силно подобряване на ефективността на йерархичния
солвър при параболичната задача, в сравнение със стационарната задача, разгледана
в предходната глава.

На Фигура 17 са показани паралелните ускорения при решаване на параболичната
задача с прилагане на солвъра от пакета STRUMPACK, използващ HSS компресия.
При паралелните експерименти с 16 нишки получаваме ускорения от ∼3 (за n = 2 131)
до ∼8 (за n = 32 302). По-ниското паралелно ускорение на йерархичния метод може да
се обясни с по-сложната йерархична и рекурсивна структура на алгоритъма за ком-
пресия. Паралелната реализация на решаването на системи с HSS факторизираната
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4.4 ИЗВЪНДИАГОНАЛЕН РАНГ

(а) Последователни вре-
мена: компресия и фак-
торизация

(б) Последователни вре-
мена: стъпки по времето

(в) Последователни вре-
мена за цялата задача

(г) Паралелни времена
при 16 нишки: компресия
и факторизация

(д) Паралелни времена
при 16 нишки: стъпки
по времето

(е) Паралелни времена
при 16 нишки за
цялата задача

Фигура 16: Сравнение между времената за решаване на параболичната задача (16)
при използване на MKL и STRUMPACK при праг на относителната грешка εrel ∈
{10−2, 10−4, 10−6, 10−8}.

матрица също има по-сложна (и по-малко балансирана) структура от блочната LU
факторизация.

4.4 Извъндиагонален ранг

Изчисленият в процеса на HSS компресията максимален извъндиагонален ранг r е
представен на Фигура 18а, като на Фигура 18б е показано отношението n/r. Рангът
е мярка за ефективността на компресията, като също така е определящ в оценките
за изчислителната сложност. За разглежданата задача r има значително по-малки
стойности от n. Компресията е най-силна, т.е. отношението r/n е най-малко, при най-
голяма стойност на прага на относителна грешка. Така, при εrel = 10−2 рангът r е
между ∼20 и ∼80 пъти по-малък от n, докато при най-финия праг εrel = 10−8 това
отношение е между ∼10 и ∼30. Този анализ показва, че пренаредената с рекурсивна
бисекция матрица K̃ има подходяща структура за прилагане на HSS компресия. Това
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(а) εrel = 10−2 (б) εrel = 10−4 (в) εrel = 10−6 (г) εrel = 10−8

Фигура 17: Паралелни ускорения при решаване на параболичната задача с прилагане
на HSS базирания солвър за m = 256 стъпки по времето.

се потвърждава от числените експерименти, показващи предимство на йерархичния
метод в сравнение с гаусовата елиминация (блочната LU факторизация). Тук е важно
да припомним, че компресията е приблизителна. Така, по-високата ефективност на
компресията, която получаваме при по-големи стойности на прага εrel е за сметка на
по-малка точност на решението.

(а) Максимален извъндиаго-
нален ранг r

(б) Отношение на r и броя на
неизвестните n

Фигура 18: Визуализация на максималния извъндиагонален ранг r и отношение n/r.

4.5 Анализ на грешката за HSS-базирания солвър

Матрицата H получена след HSS компресия е приближение на K̃. Както при стацио-
нарната задача разгледана в Глава 3, ще анализираме относителната грешка Rrelative

(7).
Получените относителни грешки Rrelative за избраните 4 стойности на времето t

са представени в Таблица 5. Както и при стационарната задача, относителната греш-
ка е близка по стойност до зададения относителен праг εrel. Представените числени
резултати показват също така, че относителната грешка не нараства съществено с уве-
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личаване на времевия интервал. Това потвърждава устойчивостта на неявния метод
на Ойлер.

Таблица 5: Относителна грешка на HSS базираният солвър.

(а) t = 0.025 и t = 0.05

n
Относителна грешка в t = 0.025 Относителна грешка в t = 0.05

Rrelative за rtol Rrelative за rtol
10−2 10−4 10−6 10−8 10−2 10−4 10−6 10−8

2131 0.00385 7.52e−05 2.78e−07 5.53e−08 0.00659 0.000124 4.62e−07 9.72e−08
4167 0.006 0.00013 6.4e−07 8.62e−08 0.01 0.000225 1.03e−06 1.36e−07
8030 0.0083 0.00023 1.28e−06 2.17e−07 0.0146 0.000375 2.e−06 3.49e−07

12805 0.0106 0.00028 1.68e−06 4.77e−07 0.0178 0.000484 2.49e−06 7.56e−07
16184 0.0126 0.0003 1.75e−06 5.16e−07 0.0227 0.00052 2.77e−06 7.88e−07
24892 0.0192 0.000393 2.5e−06 9.69e−07 0.0349 0.000619 3.97e−06 1.49e−06
32302 0.0234 0.000345 2.48e−06 1.18e−06 0.0437 0.000537 3.97e−06 1.76e−06

(б) t = 0.075 и t = 0.1

n
Относителна грешка в t = 0.075 Относителна грешка в t = 0.1

Rrelative за rtol Rrelative за rtol
10−2 10−4 10−6 10−8 10−2 10−4 10−6 10−8

2131 0.0088 0.000159 5.98e−07 1.32e−07 0.0108 0.000188 7.07e−07 1.62e−07
4167 0.0135 0.000298 1.31e−06 1.707−07 0.0166 0.000361 1.55e−06 1.98e−07
8030 0.0206 0.000498 2.52e−06 4.55e−07 0.0264 0.000606 2.93e−06 5.49e−07
12805 0.0242 0.000653 3.09e−06 9.74e−07 0.0301 0.0008 3.6e−06 1.16e−06
16184 0.0324 0.000706 3.6e−06 1.01e−06 0.0419 0.000875 4.34e−06 1.2e−06
24892 0.0499 0.000807 5.19e−06 1.92e−06 0.0646 0.000973 6.26e−06 2.3e−06
32302 0.0636 0.000693 5.25e−06 2.21e−06 0.0832 0.000826 6.41e−06 2.58e−06

4.6 Заключителни бележки

Водеща тема в представените резултати е анализът на изчислителната ефективност на
метода базиран на йерархична полусепарабелна компресия и ULV-подобна факториза-
ция и неговата паралелна реализация в софтуерния пакет STRUMPACK. Специфика
на приложения неявния метод на Ойлер с постоянна стъпка τ е, че численото реша-
ване на параболичната задача се свежда до m = T/τ системи линейни алгебрични
уравнения с една и съща матрица K̃ и променящи се на всяка стъпка по времето дес-
ни части. Това означава, че матрицата K̃ се факторизира еднократно и акцентът пада
върху решаването на m системи с известна факторизирана матрица. Ще припомним,
че тази стъпка има изчислителна сложност O(n2) за гаусовия солвър и O(nr) за йерар-
хичния солвър. Представеният анализ показва, че за разглежданата задача рангът r
е съществено по-малък от броя на неизвестните n, което обуславя преимуществото на
йерархичния метод. В резултат на това, както последователните, така и паралелните
времена за решаване на параболичната задача с използване на солвъра от софтуерния
пакет STRUMPACK са съществено по-добри в сравнение с времената при използване
на блочна LU факторизация от пакета MKL.

Относителната грешка Rrelative е близка до зададения относителен праг, като нарас-
тва устойчиво с развитие на процеса по времето. Това потвърждава, че йерархичният
метод осигурява добра точност на решението при подходящо избран праг εrel. Пред-
ставените резултати показват съществено преимущество на алгоритъма използващ
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йерархична полусепарабелна компресия и неговата реализация в паралелния пакет
STRUMPACK.

Заключение

В дисертацията е анализирана изчислителната ефективност на блочни числени ме-
тоди и алгоритми за решаване на системи линейни алгебрични уравнения с плътни
матрици. Мотивация на това изследване са приложения свързани с числено решаване
на елиптични и параболични частни диференциални уравнения. Две такива задачи са
използвани в представения сравнителен анализ: а) гранична задача описваща обтича-
не на крилни профили наЖуковски, дискретизирана с метод на граничните елементи;
б) аномална дифузия в ограничена област моделирана с дробен лапласиан, където за
дискретизация е приложен метод на крайните елементи. И в двата случая непрекъсна-
тите задачи се свеждат до системи линейни алгебрични уравнения с плътни матрици.
Показано е, че структурата на тези матрици е подходяща за прилагане на йерархи-
чен метод използващ HSS компресия.

Важна част от Глава 2 е сравнителният анализ на изчислителната ефективност на
софтуерни пакета имплементиращи блочна LU факторизация, като вариант на гаусова
елиминация. Общият извод е, че софтуерният пакет MKL има по-добро бързодействие
от анализираните алтернативни паралелни реализации на блочна LU факторизация.

Основен акцент в дисертацията е анализът на възможността за подобряване на из-
числителната ефективност на решаването на системи линейни алгебрични уравнения
с плътни матрици с помощта на блочен йерархичен метод използващ HSS компресия.
Този метод е реализиран в софтуерния пакет със свободен достъп STRUMPACK. В
Глави 2 и 3 е анализирана производителността на йерархичния алгоритъм за систе-
ми линейни алгебрични уравнения, получени при прилагане съответно на метод на
граничните елементи и метод на крайните елементи за разгледаните елиптични гра-
нични задачи. Анализът показва, че тези плътни матрици имат подходяща структура
за прилагане на йерархичния метод. Това означава, че в процеса на HSS се получават
извъндиагонални блокове с нисък ранг.

Последователните експерименти потвърждават оценките на изчислителната слож-
ност на анализираните блочни методи. И за двете задачи йерархичният солвър има
по-добро бързодействие от гаусовия солвър от пакета MKL – най-ефективният от ана-
лизираните в настоящата работа софтуерни средства използващи LU факторизация.

При прилагане на йерархичния метод се намира приближено решение на систе-
мата, като неговата точност зависи от това каква е точността на HSS компресията.
На базата на проведените числени експерименти е анализирана относителната грешка
Rrelative, като решението получено с прекия гаусов солвър се приема за референтно.
За задачата с дробна дифузия се наблюдават относителни грешки близки до зададе-
ния праг εrel. Това може да бъде прието като добра характеристика на алгоритъма
за HSS компресия. За задачата за обтичане на крилни профили на Жуковски относи-
телните грешки за съответните прагове εrel са по-големи, което обаче се компенсира
от по-доброто бързодействие.

Известно е, че качеството на йерархичната полусепарабелна компресия силно зави-
си от структурата на плътната матрица. При двумерната дробно дифузионна задача
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структурата на получената плътна матрица не е подходяща за HSS компресия. За
нейното подобряване са предложени и пет метода за пренареждане. Представеният
анализ показва преимущества на методите на вложените сечения и на рекурсивната
бисекция.

В Глава 4 е изследвана изчислителната ефективност и точност на йерархичния
солвър базиран на HSS компресия за параболична задача с дробна дифузия по прост-
ранството. За дискретизация по времето е използвана неявна диференчна схема на
Ойлер с постоянна стъпка. При тази постановка на задачата намирането на численото
решение се свежда до решаване на последователност от системи линейни алгебрични
уравнения с една и съща матрица. Така на всяка стъпка по времето се решава система
с матрицата на прехода, която е факторизирана еднократно. Решаването на такива
системи с помощта на HSS компресия има по-ниска изчислителна сложност – O(nr), в
сравнение с използваната в метода на Гаус LU факторизация – O(n2). За разгледаната
параболична задача времената на йерархичния солвър са по-добри, както при после-
дователните, така и при паралелните експерименти. В същото време, благодарение
на безусловната устойчивост на неявния метод на Ойлер, относителната грешка на
решението се запазва близка до зададения относителен праг εrel.
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Основни научни и научно-приложни приноси

1. Изследвана е производителността на следните софтуерни пакети за решаване
на линейни системи с плътни матрици, с помощта на блочна LU факторизация:
за процесори с общо предназначение (CPU) – пакетът на Intel Math Kernel
Library (MKL) и библиотеката със свободен достъп Parallel Linear Algebra
Software for Multicore Architectures (PLASMA); за ускорители с архитектурата
Many Integrated Core (MIC) на Intel – MKL и пакетът със свободен достъп
Matrix Algebra on GPU and Multicore Architectures (MAGMA). Резултатите от
числените експерименти за системи получени при дискретизация с метод на
граничните елементи за гранична задача за ламинарен поток около крилни
профили на Жуковски са в съответствие с асимптотичните оценки на изчис-
лителната сложност. Сравнителният анализ показва по-добро бързодействие и
много добра паралелна скалируемост на пакета MKL.
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2. Изследвана е изчислителната сложност, паралелната ефективност и относител-
ната грешка на метод на йерархична полусепарабелна компресия (HSS). Чис-
лените експерименти са проведени с пакета със свободен достъп STRUctured
Matrices PACKage (STRUMPACK), в който е реализиран паралелен солвър на
базата HSS компресия и ULV-подобна факторизация. Сравнителният анализ
включва два типа плътни матрици, които са получени при дискретизация с:
а) метод на граничните елементи на гранична задача за ламинарен поток около
крилни профили наЖуковски; б) метод на крайните елементи за двумерна дроб-
но дифузионна гранична задача. Направен е сравнителен анализ на солвърите
от пакетите MKL и STRUMPACK. Получена е характеризация в зависимост от
прага на относителна грешка при HSS компресията на случаите, в които йерар-
хичният метод има по-добро бързодействие.

3. Показано е, че за задачата за обтичане на профили наЖуковски при дискретиза-
ция по метода на граничните елементи, последователната номерация на възлите
по границата на профилите води до матрица с подходяща за HSS компресия
структура. Това не е така за дробно дифузионната гранична задача, дискрети-
зирана с метод на крайните елементи. С цел подобряване на ефективността на
йерархичната полусепарабелна компресия са предложени и изследвани пет ме-
тода за пренареждане на неизвестните. За три от тях са разработени собствени
алгоритми и програмни реализации. Сравнителният анализ показва съществено
подобрение на резултатите при прилагане методите на вложените сечения и на
рекурсивната бисекция.

4. Разработен е метод, алгоритъм и програмна реализация за числено решаване
на параболично уравнение с дробно дифузионен оператор по пространството. За
дискретизация по времето е приложен неявен метод на Ойлер с постоянна стъпка
по времето и диагонална концентрация на масата. Доказано е, че за тази неста-
ционарна задача, изчислителната сложност на отделните части на алгоритъма
създава условия за предимство на йерархичния метод на базата на HSS комп-
ресия. Това е потвърдено от проведените числени експерименти. Така за всички
размерности на дискретната задача по пространството, както и при всички ва-
рианти на праг на относителна грешка, вариантът на програмата използваща
солвъра от пакета STRUMPACK има по-добро бързодействие от този използващ
MKL.
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