
Инструкции  и  препоръки  за  подготовката  на  автореферат  на  български 
език на дисертация

Заглавната страница на автореферата се подготвя съобразно възприетия стандарт в ИИКТ-
БАН. Заглавната страница задължително съдържа следната информация: 

• наименование и лого на института;
• име на автора;
• заглавие на дисертацията;
• научна специалност, професионално направление;
• име  на  научен  ръководител  и  научен  консултант/и  в  случай  на  дисертация  за 

присъждане на образователната и научната степен „доктор“;
• година на защита.

Втората страница от автореферата задължително съдържа следната информация: 
• дата  на  провеждане  на  заседението  на  научното  звено,  допуснало  дисертацията  до 

защита;
• дата, час и място на провеждане на публичната защита;
• състав на научното жури;
• кратко  описание  на  съдържанието  на  дисертацията  –  обем,  таблици,  фигури, 

приложения, цитирани заглавия; по желание на автора може да бъде включен и броя на 
публикациите,  на  които  се  основава  представената  дисертация,  H-индекса  на  тези 
публикации и вида на изданията, в които са публикувани.

Общи препоръки за автореферата: 
• номерата  на  главите,  точките,  фигурите,  таблиците,  формулите,  дефинициите, 

теоремите, следствията и др. в автореферата да съвпадат с тези от дисертацията;
• обикновено обемът на автореферата е около 30 - 35 страници;
• в литературата участват само заглавията, които се цитират в автореферата.

Примерна структура на автореферат
Авторефератът  повтаря  в  общо  линии  структурата  и  съдържанието  на  дисертацията. 
Препоръчително е авторефератът да съдържа 

• Обща  характеристика  на  дисертацията  с  основните  секции  от  Увода  на 
дисертацията

 Актуалност на темата и обзор на основните резултати в областта

 Цели и задачи на дисертацията

 Методология на изследването

 Апробация на резултатите

 Списък  на  публикациите  по  дисертацията,  като  се  описват  и  цитирания  на 
публикациите, ако има такива.

• Описание  на  съдържанието  на  дисертацията  в  съответствие  с  подредбата  и 
номерацията на главите в дисертацията

• Авторска справка

• Благодарности

• Литература
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Îáùà õàðàêòåðèñòèêà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóäÀêòóàëíîñò íà òåìàòà è îáçîð íà îñíîâíèòå ðåçóëòàòè âîáëàñòòàÌíîãî ïðèëîæåíèÿ â îáëàñòòà íà àòîìíàòà è èç÷èñëèòåëíàòà �èçèêà, ðàçï-ðîñòðàíåíèåòî íà ñâåòëèíàòà, �èíàíñîâàòà ìàòåìàòèêà, êâàíòîâàòà õèìèÿ, ñòà-òèñòè÷åñêàòà ìåõàíèêà, ÷èñëåíîòî ðåøàâàíå íà èíòåãðî-äè�åðåíöèàëíè óðàâíå-íèÿ (óðàâíåíèÿ íà Boltzmann, ïðåíîñ íà ÷àñòèöè) [30℄ ñà ñâúðçàíè ñ ìíîãîìåðíîèíòåãðèðàíå. ×åñòî ñúîòâåòíèòå èíòåãðàëè íå ìîãàò äà áúäàò ïðåñìåòíàòè àíà-ëèòè÷íî, çàòîâà ñå íàëàãà ïðèëàãàíå íà ÷èñëåíè ìåòîäè.Ìåòîäèòå Ìîíòå Êàðëî (ÌÊ) ñà ìåòîäè çà ïðèáëèæåíî ïðåñìÿòàíå íàðåøåíèåòî íà çàäà÷è îò èç÷èñëèòåëíàòà ìàòåìàòèêà ÷ðåç èçïîëçâàíå íàñëó÷àéíè ïðîöåñè, êàòî ïàðàìåòðèòå íà ñúîòâåòíèÿ ïðîöåñ ñúâïàäàò ñ ðåøå-íèåòî íà çàäà÷àòà. Ìåòîäúò ìîæå äà ãàðàíòèðà, ÷å ãðåøêàòà ïðè ïðèáëè-æåíîòî ïðåñìÿòàíå íà íåèçâåñòíàòà âåëè÷èíà å ïî-ìàëêà îò çàäàäåíà ñòîé-íîñò ñ îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñò [18℄.Ìåòîäèòå Ìîíòå Êàðëî ñå èçïîëçâàò çà îöåíÿâàíå íà âåëè÷èíè, êîèòî ìîãàòäà áúäàò ïðåäñòàâåíè êàòî ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå, ÷ðåç îñðåäíÿâàíå íà ðå-çóëòàòèòå, ïîëó÷åíè îò ãîëÿì áðîé ñòàòèñòè÷åñêè îïèòè. Êîìïþòðèòå èãðàÿòèçêëþ÷èòåëíî âàæíà ðîëÿ ïðè ðåàëèçàöèÿòà íà òàêúâ òèï åêñïåðèìåíòè. Ïðèðåøàâàíåòî íà äàäåíà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à ñ ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíà òî÷íîñò,èçïîëçâàéêè ðàçëè÷íè àëãîðèòìè Ìîíòå Êàðëî (ÀÌÊ), å âàæíî äà ñúùåñòâó-âàò ÷èñëîâè ïîêàçàòåëè, âúç îñíîâà íà êîèòî äà ñå íàïðàâè ñðàâíåíèå ìåæäóàëãîðèòìèòå.Ïðèåìàìå, ÷å àëãîðèòúìúò å ñèñòåìà îò êðàåí áðîé �îðìàëèçèðàíè ïðåä-ïèñàíèÿ (åëåìåíòàðíè îïåðàöèè) è ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà òÿõíîòî èçïúë-íåíèå, ãàðàíòèðàùè ðåøàâàíåòî ñ äàäåí ÷èñëåí ìåòîä íà êëàñ îò åäíîòèïíèçàäà÷è ñ íà÷àëíè äàííè, êîèòî ñå èçìåíÿò â îïðåäåëåíè ãðàíèöè.Ïðèëàãàíåòî íà äàäåí ÷èñëåí àëãîðèòúì å ñúïðîâîäåíî è ñ îïðåäåëÿíå íàìÿðêà çà íåãîâàòà ïðåöèçíîñò è âðåìåòî çà ðåàëèçàöèÿòà ìó. Òàêàâà ìÿðêàçà îöåíÿâàíå íà ÷èñëåíèòå àëãîðèòìè ñå äå�èíèðà ñ ïîíÿòèÿòà òðóäîåìêîñò èå�åêòèâíîñò. Ïðè ñðàâíåíèåòî íà äâà àëãîðèòúìà, ïî-å�åêòèâåí å òîçè, ÷èÿòîòðóäîåìêîñò å ïî-ìàëêà.Äå�èíèöèÿ 1. (Ñîáîëü [8℄). Òðóäîåìêîñò íà ìåòîä Ìîíòå Êàðëî ñå íàðè÷àïðîèçâåäåíèåòî íà âåðîÿòíàòà ãðåøêà è âðåìåòî, íåîáõîäèìî çà ïðåñìÿòàíåíà åäíà ðåàëèçàöèÿ íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà.Îñíîâíàòà êîìïîíåíòà íà ãðåøêàòà, êîÿòî ñå äîïóñêà ïðè ïðèëàãàíåòî íàìåòîäè Ìîíòå Êàðëî, ïðîèçòè÷à îò âåðîÿòíîñòíèÿ èì õàðàêòåð, ò.å. ìîæå äà ñåòâúðäè, ÷å ãðåøêàòà å ε(p), ε > 0, ñ âåðîÿòíîñò p ∈ (0; 1).Å�åêòèâíîñòòà íà åäèí àëãîðèòúì å èíäèêàòîð çà ðåàëíîòî âðåìå, íåîáõî-äèìî çà ïðåñìÿòàíåòî íà åäíà ïðèáëèæåíà îöåíêà íà íåèçâåñòíàòà âåëè÷èíà ñïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíà òî÷íîñò. Å�åêòèâíîñòòà å õàðàêòåðèñòèêà, êîÿòî çà-



âèñè îò äèñïåðñèÿòà íà îöåíêàòà D è âðåìåòî T , íåîáõîäèìî çà ïðåñìÿòàíå íàîöåíêàòà: eff = 1
T D

.Äå�èíèöèÿ 2. (Äèìîâ [18℄). Èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà àëãîðèòúì îòòèï Ìîíòå Êàðëî ñå äå�èíèðà êàòî CN = t N, êúäåòî t å îñðåäíåíîòîâðåìå (èëè áðîé îïåðàöèè), íåîáõîäèìî çà ïðåñìÿòàíå íà åäíà ðåàëèçàöèÿ íàñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà, è N å áðîÿò íà ðåàëèçàöèèòå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà.Â íàñòîÿùîòî ðàçãëåæäàíå èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò å îöåíåíà ÷ðåç áðîÿíà îïåðàöèèòå (àðèòìåòè÷íè è ëîãè÷åñêè), íåîáõîäèìè çà ïðèáëèæåíîòî ïðåñ-ìÿòàíå íà íåèçâåñòíàòà âåëè÷èíà. Îñíîâíà ÷àñò îò óñèëèÿòà çà ïîäîáðÿâàíå íàìåòîäèòå Ìîíòå Êàðëî ñå ñúñðåäîòî÷àâà â êîíñòðóèðàíåòî íà ìåòîäè ñ íàìà-ëåíà äèñïåðñèÿ, êîèòî óñêîðÿâàò ïðåñìÿòàíèÿòà.Ïðåêè ìåòîäè Ìîíòå ÊàðëîÇà ïðèáëèæåíîòî ïðåñìÿòàíå íà íåèçâåñòíàòà ñòîéíîñò I (íàïðèìåð ñòîé-íîñò íà èíòåãðàë) ìîãàò äà ñå äå�èíèðàò ðàçëè÷íè îöåíêè θN , èçïîëçâàéêè Nðåàëèçàöèè íà ñúîòâåòíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà θ, ÷èåòî ìàòåìàòè÷åñêî î÷àê-âàíå ñúâïàäà ñ I, ò.å. Eθ = I. Ïðåêèòå ìåòîäè ñå õàðàêòåðèçèðàò ñàìî ñ åäèíòèï ãðåøêà, íàðå÷åíà âåðîÿòíîñòíà. Èçïîëçâàéêè öåíòðàëíàòà ãðàíè÷íà òåîðå-ìà çà íåçàâèñèìè åäíàêâî ðàçïðåäåëåíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñ ìàòåìàòè÷åñêîî÷àêâàíå I è ñ êðàéíà äèñïåðñèÿ, çà ãðåøêàòà θN − I å ïîêàçàíî [8℄, ÷å ñúùåñ-òâóâà ìíîæåñòâî îò îöåíêè, çàâèñåùè îò ïàðàìåòúðà cβ, êúäåòî ñ β å îçíà÷åíêîå�èöèåíòúò íà äîâåðèå.Äå�èíèöèÿ 3. (Ñîáîëü [8℄). Âåëè÷èíàòà RN := cβ
√

Dθ/N ñå íàðè÷à âåðîÿò-íîñòíà ãðåøêà. Ïðè β = 0.5 (è cβ ≈ 0.6745) ñúîòâåòíàòà ãðåøêà rN ñå íàðè÷àâåðîÿòíà, ò.å.
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.Èòåðàöèîííè ìåòîäè Ìîíòå ÊàðëîÍåêà X å Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îò ðåàëíè �óíêöèè, �óíêöèèòå f = f(x) ∈

X è u = u(x) ∈ X ñà äå�èíèðàíè â R
d è K = Ku å ëèíååí îïåðàòîð, äå�èíèðàíâúðõó X. Ïðåäïîëàãà ñå, ÷å ñå òúðñè ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî

u = Ku+ f (1)èëè, ïî-îáùî, ëèíååí �óíêöèîíàë îò ðåøåíèåòî J(u) = (ϕ, u), ϕ(x) ∈ X.Äå�èíèöèÿ 4. (Ñîáîëü [8℄). Èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ çà óðàâíåíèåòî (1):
u(i) = Ku(i−1) + f, i = 1, 2, . . . .äå�èíèðà ñëåäíèÿ ½îòðÿçàí� ðåä íà Neumann (½trunated Neamann series�)

u(i) =
i∑

j=0

K(j)f = f + Kf + . . .+ K(i−1)f + K(i)u(0), i = 1, 2, . . . , (2)



êúäåòî u(0)(x) ≡ f(x) è K(i) å i-òàòà èòåðàöèÿ íà îïåðàòîðà K.Àêî áåçêðàéíàòà ñóìà (2) å ñõîäÿùà, òî íåéíàòà ãðàíèöà å ðåøåíèåòî íàóðàâíåíèåòî (1). Îò (2) ñå âèæäà, ÷å âñÿêî i-òî èòåðàöèîííî ïðèáëèæåíèå íàðåøåíèåòî u (èëè ñúîòâåòíî íà �óíêöèîíàë îò ðåøåíèåòî) çàâèñè ñàìî îò íå-ïîñðåäñòâåíî ïðåäõîæäàùîòî ãî (i − 1)-âî ïðèáëèæåíèå. Çàòîâà ïðîèçâîëíàðåàëèçàöèÿ íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà, êîÿòî ñå êîíñòðóèðà ïðè ïðèáëèæåíîòîïðåñìÿòàíå íà íåèçâåñòíàòà âåëè÷èíà ïî ìåòîä Ìîíòå Êàðëî, ñå ïîëó÷àâà âñëåäñòâèå íà äèñêðåòåí ïðîöåñ íà Ìàðêîâ [3℄. Âåðèãàòà íà Ìàðêîâ ñ äèñêðåòåíïàðàìåòúð {θn, n ≥ 0} ñå ñ÷èòà çà çàäàäåíà, àêî îñâåí ïðåõîäíàòà âåðîÿòíîñò,ñà èçâåñòíè è íà÷àëíèòå âåðîÿòíîñòè π = {πi}i, êúäåòî πi å âåðîÿòíîñòòà ñëó-÷àéíàòà âåëè÷èíà θ0 äà ïðèåìà ñòîéíîñò i.Òúé êàòî ñ èòåðàöèîííèòå ìåòîäè Ìîíòå Êàðëî ñå ïðèáëèæàâà ÷èñëåíî ñú-îòâåòíîòî èòåðàöèîííî ïðèáëèæåíèå íà òî÷íîòî ðåøåíèå, òîçè êëàñ ìåòîäè ñåõàðàêòåðèçèðà ñ äâà òèïà ãðåøêè:
• ñèñòåìàòè÷íà ãðåøêà ri, êîÿòî çàâèñè îò áðîÿ íà èòåðàöèèòå â ïðîöåñà:
ri = u(i) − u = K(i)(u(0) − u), k = 1, 2, . . .;

• ñòàòèñòè÷åñêà ãðåøêà RN , êîÿòî çàâèñè îò áðîÿ íà ðåàëèçàöèèòå íà âå-ðèãàòà íà Ìàðêîâ.Çàäà÷àòà çà áàëàíñèðàíå íà ñèñòåìàòè÷íàòà ri è ñòàòèñòè÷åñêàòà ãðåøêà
RN å èçêëþ÷èòåëíî âàæíà, êîãàòî ñå ïðèëàãàò àëãîðèòìè îò òèï Ìîíòå Êàðëî,ò.å. RN = O (ri). Òàçè çàäà÷à èçèñêâà íàìèðàíåòî íà îïòèìàëíî ñúîòíîøåíèåìåæäó áðîÿ íà ðåàëèçàöèèòå N è ñðåäíàòà äúëæèíà íà ñëó÷àéíèòå òðàåêòîðèè,êîåòî ñïîìàãà çà ïîâèøàâàíåòî íà òî÷íîñòòà íà àëãîðèòúìà, àêî å �èêñèðàíàèç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò, èëè çà íàìàëÿâàíåòî íà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò,àêî å �èêñèðàíà ãðåøêàòà íà àëãîðèòúìà (âæ. [18℄).×èñëåíî èíòåãðèðàíå ñ ìåòîäè Ìîíòå ÊàðëîÍåêà å äàäåíà çàäà÷àòà çà ïðèáëèæåíî ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëà I[g] =
∫

Ω
g(x)p(x)dx, Ω ∈ R

d. Ñëåäâàùèÿò èçðàç äå�èíèðà îáèêíîâåí àëãîðèòúì ÌÊçà ïðèáëèæåíîòî ïðåñìÿòàíå íà I: θN = 1
N

∑N
i=1 θi, êúäåòî ñëó÷àéíèòå òî÷êè

ξ1, ξ2, . . . , ξN ñà íåçàâèñèìè ðåàëèçàöèè íà ñëó÷àéíàòà òî÷êà ξ ñ âåðîÿòíîñòíàïëúòíîñò p(x) è θ1 = g(ξ1), . . . , θN = g(ξN).Äå�èíèöèÿ 6. (Àòàíàñîâ è Äèìîâ [10℄). Íåêà d è k ñà öåëè ÷èñëà è d, k ≥ 1.�àçãëåæäà ñå êëàñ W k(||f ||;Ud) îò ðåàëíè �óíêöèè f , äå�èíèðàíè â åäèíè÷íèÿêóá Ud = [0, 1]d, ïðèòåæàâàùè âñè÷êè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò ðåä k
∂rf(x)

∂xα1
1 . . . ∂xαd

d

, α1 + . . .+ αd = r ≤ k,êîèòî ñà íåïðåêúñíàòè çà r < k è îãðàíè÷åíè (ïî îòíîøåíèå íà sup norm) çà
r = k.



Ñúùåñòâóâàò äâà êëàñà ìåòîäè çà ÷èñëåíî èíòåãðèðàíå âúðõó Ud - äåòåðìè-íèñòè÷íè è ñòîõàñòè÷íè (â ÷àñòíîñò ìåòîäè Ìîíòå Êàðëî). Ñëåäíèòå ðåçóëòàòèíà Áàõâàëîâ [13, 14℄ óêàçâàò äîëíèòå ãðàíèöè çà ãðåøêàòà ïðè èíòåãðèðàíå è âäâàòà ñëó÷àÿ:Òåîðåìà 1. (Áàõâàëîâ [13, 14℄). Ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà c(d, k), òàêà ÷å çà âñÿ-êà êâàäðàòóðíà �îðìóëà I(f), êîÿòî å íàïúëíî äåòåðìèíèñòè÷íà è èçïîëçâàñòîéíîñòèòå íà �óíêöèÿòà â N òî÷êè, ñúùåñòâóâà �óíêöèÿ f ∈ W k, òàêàâà÷å ∣
∣
∣
∣

∫

Ud

f(x)dx − I(f)

∣
∣
∣
∣
≥ c(d, k)||f ||N− k

d .Òåîðåìà 2. (Áàõâàëîâ [13, 14℄). Ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà c(d, k), òàêàâà ÷åçà âñÿêà êâàäðàòóðíà �îðìóëà I(f), â êîÿòî ó÷àñòâàò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè èñòîéíîñòèòå íà �óíêöèÿòà â N òî÷êè, ñúùåñòâóâà �óíêöèÿ f ∈ W k, òàêà÷å
{

E

[∫

Ud

f(x)dx − I(f)

]2
}1/2

≥ c(d, k)||f ||N− 1
2
− k

d .ßñíî å, ÷å êîãàòî d å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî, ìåòîäèòå, èçïîëçâàùè ñëó÷àéíèâåëè÷èíè, èìàò ïðåäèìñòâî ïðåä äåòåðìèíèñòè÷íèòå ìåòîäè.Äå�èíèöèÿ 9. (Äèìîâ [18℄). Àëãîðèòìè Ìîíòå Êàðëî ñ ïîðÿäúê íà âåðî-ÿòíîñòíàòà ãðåøêà O(N− 1
2
−ψ(d)), êúäåòî ψ(d) > 0, à d å ðàçìåðíîñòòà íàçàäà÷àòà, ñå íàðè÷àò ñóïåðñõîäÿùè àëãîðèòìè.Ìåòîäèòå Ìîíòå Êàðëî, çà êîèòî ïîðÿäúêúò íà ñõîäèìîñò å O(N− 1

2
− k

d ), ñàîïòèìàëíè. Â äåéñòâèòåëíîñò, ìåòîäè îò òîçè òèï ñà ñóïåðñõîäÿùè (ñëåäâàéêèîïðåäåëåíèåòî, äàäåíî îò Ñîáîëü â [8℄) ñ íåïîäîáðÿåì ïîðÿäúê íà ñõîäèìîñò.Çàäà÷àòà çà êîíñòðóèðàíå íà óíèâåðñàëåí ìåòîä ñ òàêúâ ïîðÿäúê íà ñõîäèìîñòçà ïðîèçâîëíà ðàçìåðíîñò d è ñòîéíîñò íà k íå å òðèâèàëíà. Â ñëó÷àÿ íà k = 1è k = 2 ñà èçâåñòíè ðàçëè÷íè ìåòîäè Ìîíòå Êàðëî çà ÷èñëåíî èíòåãðèðàíå,êîèòî ñå õàðàêòåðèçèðàò ñ ïîðÿäúê O(N− 1
2
− k

d ) [49, 55, 57, 62, 63℄.Öåëè è çàäà÷è íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóäÖåëòà íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ å ðàçðàáîòâàíå íà àëãîðèòìè îò òèïà Ìîí-òå Êàðëî ñ ïîíèæåíà âåðîÿòíîñòíà ãðåøêà çà ìíîãîìåðíè èíòåãðàëè è èíòåã-ðàëíè óðàâíåíèÿ è èçñëåäâàíå íà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà àëãîðèòìèòå.Êîíêðåòíèòå çàäà÷è çà ïîñòèãàíåòî íà òàçè öåë ñà:1. Äà ñå ðàçðàáîòè è èçñëåäâà àäàïòèâåí àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî çà ÷èñëåíîèíòåãðèðàíå.2. Äà ñå êîíñòðóèðà è èçñëåäâà àëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò çà ïðèá-ëèæåíî ðåøàâàíå íà èíòåãðàëíî óðàâíåíèå íà Fredholm îò âòîðè ðîä.



3. Äà ñå êîíñòðóèðà è èçñëåäâà ìðåæîâè àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî çà ïðåñìÿ-òàíå íà ëèíåéíè �óíêöèîíàëè îò ðåøåíèåòî íà êëàñ îò èíòåãðàëíè óðàâ-íåíèÿ íà Fredholm îò âòîðè ðîä, çà êîèòî ñúîòâåòíèÿò ðåä íà Neumannçà ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà îò ëèíåéíè óðàâíåíèÿ íå å ñõîäÿù èëè å áàâíîñõîäÿù. Äà ñå îöåíè èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà äâà èòåðàöèîííè àëãî-ðèòúìà Ìîíòå Êàðëî çà ðåøàâàíå íà èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ íà Fredholmîò âòîðè ðîä - ìðåæîâè è íåìðåæîâè.4. Äà ñå ðàçðàáîòè è èçñëåäâà àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî ñ íàìàëåíà äèñïåðñèÿçà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà êâàíòîâî-êèíåòè÷íîòî óðàâíåíèå íà Barker-Ferryâ õîìîãåííèÿ ñëó÷àé.5. Äà ñå ðàçðàáîòè è èçñëåäâà ñèñòåìàòèçèðàíà ñõåìà çà àíàëèç íà ÷óâñ-òâèòåëíîñòòà çà ìîäåë íà äàëå÷åí ïðåíîñ íà çàìúðñèòåëè âúâ âúçäóõà(Uni�ed Danish Eulerian Model, UNI-DEM). Äà ñå íàïðàâè ñðàâíåíèå íàðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè ñ îáèêíîâåí è àäàïòèâåí àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî,ïî îòíîøåíèå íà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà àëãîðèòìèòå.Ìåòîäîëîãèÿ íà èçñëåäâàíåòîÌåòîäîëîãèÿòà íà íàñòîÿùèòå èçñëåäâàíèÿ ñå îñíîâàâà íà �óíäàìåíòàëíèðåçóëòàòè îò ñëåäíèòå îáëàñòè:
• �óíêöèîíàëåí àíàëèç [39℄ - �óíêöèîíàëíè ðåäîâå (ñõîäèìîñò, ðåä íà Neumann,ãðåøêà îò ½îòðÿçâàíåòî� íà ðåä (½trunation error�), ðåä íà Òåéëúð, îöåíêàíà îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí, çàïèñàí â èíòåãðàëíà �îðìà), ñïåêòðàëíà òåîðèÿ íàîïåðàòîðè, ðåçîëâåíòíè îïåðàòîðè [51℄, ïðåäñòàâÿíå íà �óíêöèè îò òèïANOVA (ANalysis Of VAriane);
• òåîðèÿ íà âåðîÿòíîñòèòå [9℄ - ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, ãðàíè÷íè òåîðåìè, èç-ìåñòåíè è íåèçìåñòåíè îöåíêè, âåðèãè íà Ìàðêîâ;
• ÷èñëåí àíàëèç [1℄ - àïðîêñèìàöèÿ, êâàäðàòóðíè �îðìóëè;
• îöåíêà íà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà àëãîðèòìè.Ïðîãðàìíèòå êîäîâå íà êîíñòðóèðàíèòå àëãîðèòìè ñà íàïèñàíè íà ñëåäíèòååçèöè çà ïðîãðàìèðàíå îò âèñîêî íèâî - Fortran77 è C. Çà ÷èñëåíèòå åêñïåðè-ìåíòè ñà èçïîëçâàíè è ïðîãðàìíè ñðåäè çà ïðåñìÿòàíèÿ êàòî MATLAB [70℄ èMATHEMATICA [69℄. Ïàðàëåëíèòå ïðåñìÿòàíèÿ ñà ðåàëèçèðàíè ÷ðåç áèáëèî-òåêàòà çà ïàðàëåëíî ïðîãðàìèðàíå Message Passing Interfae (MPI) [56, 68℄.Çà ãåíåðèðàíåòî íà ñëó÷àéíèòå ÷èñëà â àëãîðèòìèòå å èçïîëçâàí ò.íàð. ãå-íåðàòîðMersenne Twister (MT, [45, 73℄), êàêòî è áèáëèîòåêàòà Salable ParallelRandom Number Generators (SPRNG, [72℄).Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå�åçóëòàòè, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèÿòà, ñà äîêëàäâàíè íà: ñúâìåñòåí ñåìèíàðíà ñåêöèè ½Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè� è ½Íàó÷íè ïðåñìÿòàíèÿ� íà ÈÏÎÈ-ÁÀÍ;



ñåìèíàð â Centre for Advaned Computing and Emerging Tehnologies (ACET),�åäèíã, Âåëèêîáðèòàíèÿ, 2007, 2008; èí�îðìàöèîííè äíè â ðàìêèòå íà ïðîåêòàBulgarian IST Centre of Competene in 21 Century (BIS-21++), Âåëèíãðàä, Õè-ñàðÿ, Áîðîâåö, 2006, 2007; ñåìèíàð íà áúëãàðñêàòà ñåêöèÿ íà SIAM - BGSIAM,ÈÌÈ-ÁÀÍ, 2007 (ðåçóëòàòèòå ñà äîêëàäâàíè îò ñúàâòîð), 2008.×àñò îò ðåçóëòàòèòå ñà ïðåäñòàâåíè íà ñëåäíèòå êîí�åðåíöèè: 7th Inter-national Conferene on ½Large-Sale Sienti� Computations� (LSSC'09), Ñîçî-ïîë, Áúëãàðèÿ, 2009; 6th IMACS Seminar on Monte Carlo Methods (MCM-2007),University of Reading, Âåëèêîáðèòàíèÿ, 2007; 7th International Conferene onComputational Siene, Ïåêèí, Êèòàé, 2007 (ðåçóëòàòèòå ñà äîêëàäâàíè îò ñúàâ-òîð); 30th International Convention MIPRO 2007, Conferene on Hypermedia andGrid Systems, Îïàòèÿ, Õúðâàòñêà, 2007; XIIth International Summer Confereneon Probability and Statistis (ISCPS-2006), Ñîçîïîë, Áúëãàðèÿ, 2006; 6th InternationalConferene on Monte Carlo and Quasi-Monte Carlo Methods, Juan-les-Pins, Coted'Azur, Ôðàíöèÿ, 2004 (ðåçóëòàòèòå ñà äîêëàäâàíè îò ñúàâòîð); 4th InternationalConferene on Large-Sale Sienti� Computations, Ñîçîïîë, Áúëãàðèÿ, 2003; 4thIMACS Seminar on Monte Carlo Methods, Áåðëèí, �åðìàíèÿ, 2003; 5th InternationalConferene on Numerial Methods and Appliations, Áîðîâåö, Áúëãàðèÿ, 2002.Ñïèñúê íà ïóáëèêàöèèòå ïî äèñåðòàöèÿòàÎñíîâíèòå ðåçóëòàòè ïî äèñåðòàöèÿòà ñà ïóáëèêóâàíè â:1. Dimov, I.T., R. Georgieva. Monte Carlo Adaptive Tehnique for SensitivityAnalysis of a Large-sale Air Pollution Model. � In: Pro. of LSSC'09, LNCS5910, Springer (ïðèåòà çà ïå÷àò).2. Dimov, I.T., R. Georgieva. Monte Carlo Algorithms for Evaluating Sobol'Sensitivity Indies. � Math. Comput. Simul., 2009.doi:10.1016/j.matom.2009.09.005.3. Dimov, I.T., R. Georgieva. Complexity of Monte Carlo Algorithms for a Classof Integral Equations. � In: Pro. of ICCS'07, LNCS 4487, Part I. Springer-Verlag, 2007, 731-738.4. Atanassov, E., R. Georgieva, T. Gurov, S. Ivanovska, A. Karaivanova, M.Nedjalkov. New Algorithms in the Grid Appliation SALUTE. � In: Proeedingof the 30th International Convention MIPRO 2007 (onferene on Hypermediaand Grid Systems). Studio Hofbauer, Rijeka, Croatia, 2007, 217-222. ISBN978-953-233-032-8.5. Georgieva, R., S. Ivanovska. Importane Separation for Solving Integral Equations.� In: Pro. of LSSC'03, LNCS 2907. Springer-Verlag, 2004, 144-152.Åäíà îò ñòàòèèòå å ïðèåòà çà ïå÷àò â ñïèñàíèåòî Mathematis and Computersin Simulation (5-ãîäèøåí èìïàêò-�àêòîð 0.965 çà 2008 ã.). Òðè îò ïðåäñòàâåíè-òå ïóáëèêàöèè ñà â Leture Notes in Computer Siene (LNCS) - ïîðåäèöà ñ



èìïàêò-�àêòîð (0.513 çà 2004 ã., 0.402 çà 2005 ã.). ×åòâúðòàòà ïóáëèêàöèÿ îòäàäåíèÿ ïî-ãîðå ñïèñúê, ïîäãîòâåíà ñúâìåñòíî ñ êîëåãè îò ÈÏÎÈ-ÁÀÍ, áåøåîòëè÷åíà ñ ãðàìîòà êàòî íàé-äîáðà ñòàòèÿ èçìåæäó âñè÷êè ñòàòèè, ïðåäñòàâå-íè íà êîí�åðåíöèèòå, âêëþ÷åíè â êîíãðåñà MIPRO 2007 [71℄. Ïî òîçè ïîâîä çàâñåêè îò àâòîðèòå áåøå âðú÷åíà ãðàìîòà. Êîïèå íà ãðàìîòàòà å ïðèëîæåíî êúìñúîòâåòíàòà ïóáëèêàöèÿ.Èìà è äâå ïóáëèêàöèè â ñáîðíèê ñ ðàçøèðåíè àáñòðàêòè íà äîêëàäèòå, ïðåä-ñòàâåíè íà îò÷åòíè ñåñèè íà áúëãàðñêàòà ñåêöèÿ íà SIAM - BGSIAM:1. Dimov, I.T., R. Georgieva, S. Ivanovska, Tz. Ostromsky, Z. Zlatev. SensitivityAnalysis of Air Pollution Models. � In: BGSIAM proeeding of the 3nd AnnualMeeting of Bulgarian Setion of SIAM, 2009, 28�31. ISSN: 1313-3357.2. Atanassov, E., T. Gurov, A. Karaivanova, M. Nedjalkov, S. Ivanovska, R.Georgieva. SALUTE � Grid appliation for Quantum Transport. � In: BGSIAMproeeding of the 2nd Annual Meeting of Bulgarian Setion of SIAM, 2008,C-23-�C-25.Ïåòàòà ñòàòèÿ å öèòèðàíà â:
• Dimov, I.T., A. Penzov, S. Stoilova. Parallel Monte Carlo Approah for Integrationof the Rendering Equation. � In: Pro. of NMA'06, LNCS, 4310. Springer, 2007,140-147.Ñúäúðæàíèå íà äèñåðòàöèÿòàÍàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñå ñúñòîè îò óâîä, òðè ãëàâè, çàêëþ÷åíèå è ñïèñúêíà öèòèðàíàòà ëèòåðàòóðà. Îñíîâíîòî ñúäúðæàíèå å ïîìåñòåíî íà 115 ñòðàíè-öè, à èçëîæåíèåòî å ïðèäðóæåíî ñ �èãóðè è òàáëèöè. Ñïèñúêúò íà öèòèðàíàòàëèòåðàòóðà âêëþ÷âà 142 çàãëàâèÿ.�ëàâà 1. Àäàïòèâíè àëãîðèòìèÌîíòå Êàðëî çà ìíîãîìåðíèèíòåãðàëèÂ ïúðâà ãëàâà å íàïðàâåíà êëàñè�èêàöèÿ íà ìåòîäèòå Ìîíòå Êàðëî çà ÷èñ-ëåíî èíòåãðèðàíå ñïîðåä èäåÿòà ïðè êîíñòðóèðàíåòî èì - ðàçäåëÿíå íà äå�è-íèöèîííàòà îáëàñò, àäàïòèâíîñò, ãëàäêîñò íà ïîäèíòåãðàëíàòà �óíêöèÿ. �àç-ðàáîòåíà å ãëîáàëíà àäàïòèâíà ïðîöåäóðà, êîÿòî èçïîëçâà ñàìî àïîñòåðèîðíàèí�îðìàöèÿ çà ïîðÿäúêà íà äèñïåðñèÿòà (ñòàíäàðòíîòî îòêëîíåíèå), íî íå èçà ãëàäêîñòòà. �åçóëòàòèòå, ïðåäñòàâåíè â òàçè ãëàâà, ñà ïóáëèêóâàíè â [22℄.1.1 Êëàñè�èêàöèÿ íà ìåòîäèòå Ìîíòå Êàðëî çà ÷èñëåíî èíòåãðèðàíå1.1.1 Ìåòîä íà ½ñëîèñòèòå� èçâàäêèÏîäõîäúò íà ½ñëîèñòèòå� èçâàäêè (½strati�ed sampling�; âæ. [8℄) ñå îñíîâàâàñàìî íà íà÷àëíî ðàçáèâàíå íà îáëàñòòà è ïîäõîäÿù èçáîð íà áðîÿ íà ñëó÷àéíèòå



òî÷êè â ñúîòâåòíàòà ïîäîáëàñò, êîåòî äà ãàðàíòèðà íàìàëÿâàíå íà äèñïåðñèÿòàâ ñðàâíåíèå ñ îáèêíîâåíèÿ ìåòîä Ìîíòå Êàðëî, íî íå è ïîâèøàâàíå íà ïîðÿäú-êà O(
√

1/N) íà âåðîÿòíîñòíàòà ãðåøêà. Èçáèðàò ñå ïîâå÷å òî÷êè â îáëàñòèòå, âêîèòî ëîêàëíàòà äèñïåðñèÿ å ãîëÿìà. Îò äðóãà ñòðàíà, ïðè ìåòîäà íà ½ñúùåñò-âåíàòà èçâàäêà� ñå èçáèðàò ïîâå÷å òî÷êè â îáëàñòèòå, â êîèòî ïîäèíòåãðàëíàòà�óíêöèÿ èìà ïî-ãîëåìè ñòîéíîñòè ïî ìîäóë. Ïîäõîäúò íå ñúäúðæà èäåÿòà çààäàïòèâíîñò (ðåêóðñèâíî ðàçäåëÿíå íà ïîäîáëàñòè) è íå èçïîëçâà ïðåäâàðèòåë-íà èí�îðìàöèÿ çà ãëàäêîñòòà íà ïîäèíòåãðàëíàòà �óíêöèÿ.1.1.2 Ñóïåðñõîäÿù ìåòîä Ìîíòå ÊàðëîÂ ñëó÷àÿ, êîãàòî îñâåí èäåÿòà çà ðàçäåëÿíå íà îáëàñòòà (íî áåç ðåêóðñèâåíåëåìåíò), ñå èçïîëçâà è èí�îðìàöèÿòà çà ãëàäêîñòòà íà ïîäèíòåãðàëíàòà �óí-êöèÿ, ñå ïîñòèãà ïîâèøàâàíå íà ïîðÿäúêà íà ñõîäèìîñò. Ïúðâèòå íè èçâåñòíèðåçóëòàòè â òàçè íàñîêà çà îáëàñò Ω = Ud, âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò p(x) = 1 èðàçáèâàíå íà îáëàñòòà íà ðàâíè ÷àñòè ïî âñè÷êè íàïðàâëåíèÿ ñà ïîëó÷åíè îòDupah (âæ. [26℄).Îêàçâà ñå, ÷å ñúùèÿò ðåçóëòàò çà ïîðÿäúêà íà ñõîäèìîñò ìîæå äà ñå ïîñòèãíåè ïðè ïî-ñëàáè óñëîâèÿ, à èìåííî - ñàìî ñúîòâåòíàòà �óíêöèÿ äà å íåïðåêúñ-íàòà. Äîêàçàòåëñòâîòî å íàïðàâåíî îò Äèìîâ è Òîíåâ (âæ. [24℄).Çàáåëåæêà 1.1.3. �ðåøêàòà íà íàé-äîáðàòà êâàäðàòóðíà �îðìóëà ñïîðåä [7℄çà êëàñà îò �óíêöèè W r
Lp

(L; [a, b]), ïðèòåæàâàùè àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòàïðîèçâîäíà îò ðåä r−1 è ïðîèçâîäíà îò ðåä r, ÷èÿòî íîðìà â Lp å îãðàíè÷åíà,èìà ïîðÿäúê O(N−r) (âæ. [5, 6℄), êúäåòî N å áðîÿò íà âúçëèòå íà êâàäðàòóð-íàòà �îðìóëà.Îöåíêà ñ ïîâèøåí ïîðÿäúê çà äèñïåðñèÿòà, ïîäîáíà íà ïîëó÷åíàòà îò Dupah,ìîæå äà ñå èçâåäå è çà êëàñ îò �óíêöèè, ÷èèòî ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä ñàîãðàíè÷åíè, êàòî ñå äîáàâÿò äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ çà èçáîðà íà ñëó÷àéíèòåòî÷êè â ïîäîáëàñòèòå. Òâúðäåíèåòî å �îðìóëèðàíî â ñëåäíàòà òåîðåìà:Òåîðåìà 1.1.4. Íåêà å äàäåíà îáëàñò Ω ∈ R
d è ðàçäåëÿíå íà îáëàñòòà Ω =

∑M
j=1 Ωj, êúäåòî âñÿêà îò ïîäîáëàñòèòå Ωj å öåíòðàëíî-ñèìåòðè÷íà ñ öåíòúð

sj. Íåêà ξ(j) å ñëó÷àéíà d-ìåðíà òî÷êà, ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíà â Ωj, à ξ(j)′ åñèìåòðè÷íà (îòíîñíî öåíòúðà sj) ñ ξ(j), ò.å. ξ(j) + ξ(j)′ = 2 sj. Àêî ÷àñòíèòåïðîèçâîäíè îò ïúðâè è âòîðè ðåä íà �óíêöèÿòà g(x) ñà íåïðåêúñíàòè â Ω èçà âñè÷êè k, l = 1, . . . , d å â ñèëà, ÷å
∂2g

∂xk ∂xl
≤ L è dj = sup

x1,x2∈Ωj

|x1 − x2| ≤
c1
N1/d

,òîãàâà D θ
∗∗

N = c2 L
2 N−1−4/d, êúäåòî θ∗∗N =

N∑

j=1

Vj
2

[g(ξ(j)) + g(ξ(j)′)],
Vj å îáåìúò íà ïîäîáëàñòòà Ωj è c2 = (0.5d2 cd+2

1 )2.1.1.3 Aäàïòèâåí ìåòîä Ìîíòå Êàðëî



Îáèêíîâåíèÿò àäàïòèâåí ìåòîä Ìîíòå Êàðëî (èëè ñàìî àäàïòèâåí ìåòîäÌîíòå Êàðëî) íå èçïîëçâà àïðèîðíà èí�îðìàöèÿ çà ãëàäêîñòòà íà ïîäèíòåã-ðàëíàòà �óíêöèÿ. Îñíîâíàòà èäåÿ å êîíöåíòðèðàíå íà ñëó÷àéíè òî÷êè â ïî-äîáëàñòèòå, â êîèòî äèñïåðñèÿòà å ãîëÿìà (ïî îòíîøåíèå íà ïðåäâàðèòåëíîçàäàäåíà òî÷íîñò). Ïîäõîäúò ñå îñíîâàâà íà ðåêóðñèâíî ðàçäåëÿíå íà îáëàñòòà,èçïîëçâàéêè àïîñòåðèîðíà èí�îðìàöèÿ çà ãðåøêàòà ïðè òåêóùîòî ðàçäåëÿíå.Òîçè àäàïòèâåí àëãîðèòúì äàâà ïðèáëèæåíèå ñ ãðåøêà ε ≤ c N−1/2, êúäåòî
c ≤ 0.6745σ(θ) (σ(θ) å ñòàíäàðòíîòî îòêëîíåíèå), íî ïîðÿäúêúò å ñúùèÿò êàêòîïðè îáèêíîâåíèÿ àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî.Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè ïîäõîäè îò òèï Ìîíòå Êàðëî çà ÷èñëåíî èíòåãðèðà-íå, ÷èéòî ïîðÿäúê íà ñõîäèìîñò å O (

N− 1
2
− k

d

). Íî äîêàòî çà k = 1 è k = 2 òåçèìåòîäè ñðàâíèòåëíî ëåñíî ìîãàò äà áúäàò êîíñòðóèðàíè, ñëåäâàéêè èäåèòå íàDupah çà k = 1, òî ïðè k ≥ 3 íå å òàêà. Çà ðàçëèêà îò òåîðåìèòå íà Áàõâà-ëîâ, êîèòî äàâàò òåîðåòè÷íà îöåíêà çà îïòèìàëíèÿ ïîðÿäúê íà ñõîäèìîñò íàäåòåðìèíèñòè÷íà è ñòîõàñòè÷íà êâàäðàòóðíà �îðìóëà, Àòàíàñîâ è Äèìîâ [10℄�îðìóëèðàò óñëîâèÿ çà êîíñòðóèðàíå íà ìåòîä ñ îïòèìàëåí ïîðÿäúê íà ñõîäè-ìîñò çà d-ìåðíè �óíêöèè îò êëàñà W k, êàòî èçïîëçâàò ìåòîäà íà êîíòðîëèðàíåíà äèñïåðñèÿòà âúðõó íà÷àñòè (âúâ âñÿêà ïîäîáëàñò) èíòåðïîëàöèîííè ïîëè-íîìè íà Ëàãðàíæ è èí�îðìàöèÿ çà ãëàäêîñòòà íà ïîäèíòåãðàëíàòà �óíêöèÿ.1.1.4 Ñóïåðñõîäÿù àäàïòèâåí ìåòîä Ìîíòå ÊàðëîÂ Ñåêöèÿ 2.1, Ïîäñåêöèÿ 2.1.3 å îïèñàí ñóïåðñõîäÿù ìåòîä, íàðå÷åí ðàçäå-ëÿíå ïî âàæíîñò (½importane separation�) [17, 42, 43℄.Çàáåëåæêà 1.1.6. Ìàêàð è ìåòîäúò íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò äà ñå õàðàêòå-ðèçèðà ñ ïîðÿäúê íà ñõîäèìîñò îò ðåä O
(

N− 1
2
− 1

d

) çà êëàñà îò �óíêöèè W 1,êîíñòàíòàòà â îöåíêàòà çà âåðîÿòíàòà ãðåøêà å ïî-ìàëêà â ñðàâíåíèå ñ êîí-ñòàíòàòà çà àëãîðèòìèòå îò òèïà íà Dupah (Tåîðåìà íà Dupah, Tåîðåìà1.1.3) (âæ. [18, 43℄).1.2 Aäàïòèâåí àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî�åàëèçèðàíèÿò òóê àäàïòèâåí àëãîðèòúì íå èçïîëçâà íèêàêâà ïðåäâàðèòåë-íà èí�îðìàöèÿ çà ãëàäêîñòòà íà ïîäèíòåãðàëíàòà �óíêöèÿ, íî èçïîëçâà àïîñ-òåðèîðíà èí�îðìàöèÿ çà äèñïåðñèÿòà. Àëãîðèòúìúò çàïî÷âà ñ ðàçäåëÿíå íàèíòåðâàëèòå ïî âñè÷êè íàïðàâëåíèÿ íà M ïîäèíòåðâàëà, êàòî M å çàäàäåíîêàòî âõîäÿù ïàðàìåòúð. Âúâ âñÿêà ïîäîáëàñò ñå ïðåñìÿòà ñòîéíîñòòà íà ñúîò-âåòíèÿ èíòåãðàë IΩj
, j = 1, . . . ,M è äèñïåðñèÿ. Ñëåä òîâà ïîëó÷åíàòà äèñïåðñèÿñå ñðàâíÿâà ñ ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíà ñòîéíîñò. Ïîëó÷åíàòà èí�îðìàöèÿ ñå èç-ïîëçâà çà ñëåäâàùîòî ñãúñòÿâàíå, òúé êàòî ïîäîáëàñòòà ñ íàé-ãîëÿìî ñòàíäàðò-íî îòêëîíåíèå ñå ðàçäåëÿ íà 2d íîâè ïîäîáëàñòè. Èçïúëíåíèåòî íà àëãîðèòúìàñïèðà, êîãàòî çà ñòàíäàðòíîòî îòêëîíåíèå å äîñòèãíàòà ïðåäâàðèòåëíî çàäàäå-íàòà òî÷íîñò ε âúâ âñè÷êè ïîäîáëàñòè, ïîëó÷åíè ñëåä äåëåíèåòî (èëè êîãàòî åäîñòèãíàò ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåí ìàêñèìàëåí áðîé íà íèâàòà íà ðàçäåëÿíå èëè



Òàáëèöà 1.2: Îòíîñèòåëíà ãðåøêà è èç÷èñëèòåëíî âðåìå çà d = 18, I[f ] =9.919e-06, a =
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).Àäàïòèâåí àëãîðèòúì ÌÊ Îáèêíîâåí àëãîðèòúì ÌÊ
N IN [f ] Îòí. ãð. Âðåìå (s) N IN [f ] Îòí. ãð. Âðåìå (s)
10 9.923e-06 0.0005 7 2621440 9.89e-06 0.002 6
102 9.918e-06 0.00005 75 26214400 9.09e-06 0.084 60
103 9.919e-06 0.00008 758 262144000 5.10e-06 0.48 600íà ïîäîáëàñòèòå, â êîèòî íå å èçïúëíåí ñòîï-êðèòåðèÿò). Òàêà ñå ïîëó÷àâà åäíîïðèáëèæåíèå íà èíòåãðàëà I =

∑

j IΩj
, j = 1, . . . ,Md ñ ïîäõîä Ìîíòå Êàðëî.Èçñëåäâàíà å å�åêòèâíîñòòà (îòíîñèòåëíà ãðåøêà è èç÷èñëèòåëíî âðåìå) íàðàçðàáîòåíèÿ àäàïòèâåí àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî çà èíòåãðàëè ñ òåñòîâè �óíê-öèè íà Genz [31℄ ñ ðàçëè÷íè ðàçìåðíîñòè. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ïîòâúðæäàâàòíàìàëÿâàíåòî íà äèñïåðñèÿòà - çà ïðèáëèçèòåëíî åäíàêâî èç÷èñëèòåëíî âðåìåàäàïòèâíèÿò àëãîðèòúì âîäè äî îòíîñèòåëíà ãðåøêà, íÿêîëêî ïúòè ïî-ìàëêà âñðàâíåíèå ñ ãðåøêàòà íà îáèêíîâåíèÿ àëãîðèòúì ÌÊ (âæ. Òàáëèöà 1.2). Ïðîá-ëåìúò å, ÷å íåîáõîäèìèÿò áðîé ðåàëèçàöèè çà ñðàâíåíèåòî ìåæäó ñïîìåíàòèòåàëãîðèòìè íàðàñòâà åêñïîíåíöèàëíî ïî îòíîøåíèå íà ðàçìåðíîñòòà.�åçóëòàòèòå îò ïðîâåäåíèòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè ñå îáîáùàâàò òàêà:

• è äâàòà ïîäõîäà îò òèï ÌÊ (îáèêíîâåí è àäàïòèâåí) ñà ïðèëîæèìè çàêîíêðåòíèÿ êëàñ îò �óíêöèè;
• îáèêíîâåíèÿò ÌÊ èìà ïðåäèìñòâî ïðè ñðàâíèòåëíî ìàëêè ðàçìåðíîñòè,êîãàòî èçèñêâàíàòà òî÷íîñò íå å ìíîãî ãîëÿìà (íàïðèìåð îòíîñèòåëíàãðåøêà äî 10%);
• àäàïòèâíèÿò àëãîðèòúì èìà ïðåäèìñòâî ïðè ñðàâíèòåëíî ãîëåìè ðàçìåð-íîñòè - îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà å ïðèáëèçèòåëíî 0.01% è èç÷èñëèòåëíàòàñëîæíîñò å ñðàâíèòåëíî ìàëêà.�ëàâà 2. Àëãîðèòìè Ìîíòå Êàðëî çà èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ2.1 Àëãîðèòúì íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñòÂ ïúðâà ñåêöèÿ íà âòîðà ãëàâà ñå ðàçãëåæäà çàäà÷àòà çà ïðèáëèæåíî ïðåñ-ìÿòàíå íà ëèíååí �óíêöèîíàë (ϕ, u) îò ðåøåíèåòî íà èíòåãðàëíî óðàâíåíèå:

u(x) =

∫

Ω

k(x, x′)u(x′)dx′ + f(x), x, x′ ∈ Ω ⊂ R
d, èëè u = Ku+ f,êúäåòî K å èíòåãðàëåí îïåðàòîð, k(x, x′) ∈ L2(Ω × Ω), f(x) ∈ L2(Ω) ñà äàäåíè�óíêöèè, u(x) ∈ L2(Ω) å íåèçâåñòíà �óíêöèÿ, Ω å îãðàíè÷åíà îáëàñò.



Öåëòà å êîíñòðóèðàíå è èçñëåäâàíå íà àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî çà ðàçäåëÿíåïî âàæíîñò çà ïðåñìÿòàíå íà ëèíåéíè �óíêöèîíàëè îò ðåøåíèåòî íà èíòåãðàëíîóðàâíåíèå íà Fredholm îò âòîðè ðîä. Â ìíîãî çàäà÷è îò ñòàòèñòè÷åñêàòà �èçèêàñå íàëàãà ïðåñìÿòàíåòî íà ëèíååí �óíêöèîíàë îò ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèå íàBoltzmann, Wigner èëè Shr�odinger, íàïðèìåð îïðåäåëÿíå íà âåðîÿòíîñòòà çàïîïàäàíåòî íà ÷àñòèöà âúâ �èêñèðàíà òî÷êà îò ïðîñòðàíñòâîòî èëè â äàäåíìîìåíò îò âðåìåòî, îïðåäåëÿíå íà ñðåäíà ñêîðîñò íà ÷àñòèöèòå èëè åíåðãèÿòà.Ïðèáëèæåíèå íà íåèçâåñòíàòà ñòîéíîñò íà ëèíåéíèÿ �óíêöèîíàë ïðè äîñ-òàòú÷íî ãîëÿìî i (â çàâèñèìîñò îò íîðìàòà íà èíòåãðàëíèÿ îïåðàòîð) ìîæåäà ñå ïîëó÷è êàòî ïî ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ ñå êîíñòðóèðà½îòðÿçàí� ðåä íà Neaumann:
(ϕ, u(i)) = (ϕ, f) + (ϕ,Kf) + . . .+ (ϕ,K(i−1)f) + (ϕ,K(i)f),êúäåòî çà t = (t0, . . . , tj) ∈ G ≡ Ωj+1 ⊂ R

d(j+1):
(ϕ,K(j)f) =

∫

G

ϕ(t0)k(t0, t1) . . . k(tj−1, tj)f(tj)dt0 . . . dtj.Ñëåäîâàòåëíî íà÷àëíàòà çàäà÷à çà ðåøàâàíå íà èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ ñå ñâåæ-äà äî çàäà÷à çà ïðèáëèæåíî ïðåñìÿòàíå íà êðàåí áðîé ìíîãîìåðíè èíòåãðàëèîò âèäà: I(j) = (ϕ,K(j)f) =
∫

G
F (t)dt, t ∈ G ⊂ R

d(j+1).2.1.2 Ìåòîä íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò çà èíòåãðàëèÌåòîäúò íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò (½importane separation�, IS) å ìåòîä ÌîíòåÊàðëî, êîéòî îáåäèíÿâà èäåÿòà çà ðàçäåëÿíå íà îáëàñòòà íà èíòåãðèðàíå íàðàâíîìåðíî ìàëêè ïîäîáëàñòè è ìåòîäà íà ñúùåñòâåíàòà èçâàäêà (½importanesampling�, [37℄). Òîçè ìåòîä èìà îïòèìàëåí ïîðÿäúê íà ñõîäèìîñò çà êëàñà îò�óíêöèè ñ îãðàíè÷åíè ïðîèçâîäíè.Åäèí ïîäõîä çà ðàçäåëÿíå íà ïîäîáëàñòè å ïðåäëîæåí îò Äèìîâ è Êàðàè-âàíîâà [43℄. �àçãëåæäà ñå çàäà÷àòà çà ïðåñìÿòàíå íà ñëåäíèÿ èíòåãðàë I(j) =
∫

G
F (t)dt, G ≡ Ωj+1 ⊂ R

n, n = d(j + 1). Â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé ñõåìàòà çàðàçäåëÿíå íà îáëàñòòà G = [a; b] íà M íåïðåñè÷àùè ñå ïîäèíòåðâàëè Gl ≡
[xl−1, xl], l = 1, . . . ,M − 1, å ñëåäíàòà:

Ci =
1

2
[F (xi−1) + F (xM)](xM − xi−1), i = 1, . . . ,M − 1,

xi = xi−1 +
Ci

F (xi−1)(M − i+ 1)
, x0 = a, xM = b.

(3)Èçâåñòíî å [8℄, ÷å
Eθ

∗

N(j) = I(j), êúäåòî θ∗N(j) =
Mn
∑

i=1

VGi

Ni

Ni∑

l=1

F (ξil ),
Mn
∑

i=1

Ni = N,è ξil å l-òàòà ðåàëèçàöèÿ íà ñëó÷àéíà òî÷êà â i-òàòà ïîäîáëàñò íà G.Â îáùèÿ ñëó÷àé íà ìíîãîìåðíè èíòåãðàëè (G ⊂ R
n) å â ñèëà ñëåäíàòà îöåíêàçà ãðåøêàòà ïðè èíòåãðèðàíå (âåðîÿòíà ãðåøêà) [43℄:



rN ≤
√

2n

[

1

N

N∑

i=1

(L̂ic1i
ĉ2i

)2

] 1
2

N− 1
2
− 1

n , Mn = N, (4)êúäåòî n å ðàçìåðíîñòòà íà îáëàñòòà íà èíòåãðèðàíå, M å áðîÿò íà ïîäèíòåð-âàëèòå ïî âñÿêî îò íàïðàâëåíèÿòà, ïîäèíòåãðàëíàòà �óíêöèÿ F (t) å ïîëîæè-òåëíà �óíêöèÿ è ïðèíàäëåæè íà W (1)(L,G). Êîíñòàíòèòå c1i
(i = 1, . . . ,Mn) èâåêòîðèòå îò êîíñòàíòè c2i

∈ R
n ñà îïðåäåëåíè îò èçèñêâàíåòî ïîäîáëàñòèòå

Gi, i = 1, . . . ,Mn, äà ñà ðàâíîìåðíî ìàëêè ïî âåðîÿòíîñò è ïî ïëîù (â ãåîìåò-ðè÷åí ñìèñúë) è ñå ïðåäïîëàãà, ÷å ĉ2i
= max

l
c2il

.Îò (4) å ÿñíî, ÷å ãðåøêàòà íà ìåòîäà íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò èìà ñëåä-íèÿ ïîðÿäúê O(N−1/2−1/n), êîéòî àñèìïòîòè÷íî êëîíè êúì O(N−1/2) çà ãîëåìèðàçìåðíîñòè n. Òàçè îöåíêà íà ãðåøêàòà ïðè èíòåãðèðàíå ïîêàçâà, ÷å ìåòîäúòíà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò å ïîäõîäÿù çà ïðèáëèæåíî ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè,àêî n íå å ìíîãî ãîëÿìî. Ñëåäîâàòåëíî â òåðìèíèòå íà èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿòîâà îçíà÷àâà, ÷å ðåäúò íà Neumann òðÿáâà äà å áúðçî ñõîäÿù.2.1.3 Îïèñàíèå íà àëãîðèòúìàÍåêà G = [a; b] ⊂ R
1. Çà ïðèëàãàíåòî íà ìåòîäà íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñòìîãàò äà ñå èçïîëçâàò ðàçëè÷íè ïîäõîäè. Òóê å èçïîëçâàíà ñëåäíàòà îïðîñòåíàñõåìà: áðîÿò íà ïîäèíòåðâàëèòå è òî÷êèòå íà ðàçäåëÿíå ñà åäíàêâè çà âñè÷-êè íàïðàâëåíèÿ è âñè÷êè êîìïîíåíòè íà ñëåäâàùàòà òî÷êà îò ðàçäåëÿíåòî ñàåäíàêâè.Ñúùåñòâåíà ñòúïêà ïðè ðåàëèçàöèÿòà íà àëãîðèòúìà íà ðàçäåëÿíå ïî âàæ-íîñò å ðàçäåëÿíåòî íà ïîäîáëàñòè. Òî÷êèòå íà ðàçäåëÿíåòî ñå ïîëó÷àâàò êàòîñå ñëåäâà èäåÿòà ïîäîáëàñòèòå äà áúäàò ñ åäíàêúâ îáåì. Ïúðâàòà è ïîñëåäíàòàòî÷êà íà ðàçäåëÿíåòî ñà �èêñèðàíè - òå ñúâïàäàò ñ ãðàíèöèòå íà ðàçãëåæäàíàòàîáëàñò (â ñëó÷àÿ èíòåðâàë). Òîçè ïîäõîä íà ðàçäåëÿíå íå áè ìîãúë äà ñå ïðèëî-æè çà �óíêöèè, êîèòî ñå àíóëèðàò â íÿêîè ïîäîáëàñòè, òúé êàòî âúâ �îðìóëèòåçà îïðåäåëÿíå íà òî÷êèòå íà ðàçäåëÿíåòî ñå èçïîëçâà ñòîéíîñòòà íà ïîäèíòåã-ðàëíàòà �óíêöèÿ â ëåâèÿ êðàé íà èíòåðâàëà. Îò äðóãà ñòðàíà, �îðìóëà (3) åïðèëîæèìà, àêî å èçïúëíåíî ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî:

Ci
F (xi−1)(M − i+ 1)

≤ xM − xi−1.Òîâà íåðàâåíñòâî ìîæå äà ñå ïðåâúðíå â óñëîâèå çà áðîÿ íà ïîäèíòåðâàëèòå:
M ≥ i− 1

2
+

F (xM)

2F (xi−1)
, i = 1, . . . ,M − 1. (5)Î÷åâèäíî å, ÷åM ùå ñòàíå ïðåêàëåíî ãîëÿìî, êîãàòî F (xi−1) ïðèåìà ñòîéíîñòè,áëèçêè äî íóëàòà çà íÿêîé èíäåêñ i ∈ (1;M −1). Êàêòî áåøå êîìåíòèðàíî è ïî-ðàíî, ìåòîäúò íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò å ïîäõîäÿù çà ïîäèíòåãðàëíè �óíêöèè,êîèòî ñå õàðàêòåðèçèðàò ñ ïîäîáëàñòè ñ ðàçëè÷åí ½ïðèíîñ�. Îò äðóãà ñòðàíà,�îðìóëà (5) ïîêàçâà, ÷å àêî îòíîøåíèåòî íà ñòîéíîñòèòå íà ïîäèíòåãðàëíàòà



�óíêöèÿ â äåñíèÿ êðàé íà èíòåðâàëà è â íÿêîÿ âúòðåøíà òî÷êà å ãîëÿìî, Mñúùî ùå ñòàíå ïðåêàëåíî ãîëÿìî. Íî òîâà ïðåäèçâèêâà ïðîáëåì îò èç÷èñëèòåë-íà ãëåäíà òî÷êà - M ùå ðàñòå åêñïîíåíöèàëíî, òúé êàòî âúâ âñÿêà ïîäîáëàñòòðÿáâà äà áúäå ïîëó÷åíà ïîíå åäíà ïðèáëèæåíà ñòîéíîñò.2.1.4 Àíàëèç íà ãðåøêàòàÈòåðàöèîííîòî ïðèáëèæåíèå íà u ñ èíäåêñ i (i ≥ 0) å îçíà÷åíî ñ u(i), àïðèáëèæåíèåòî, ïîëó÷åíî ñ ìåòîä Ìîíòå Êàðëî - ñ ũ. Àêî ε å ïðåäâàðèòåëíîçàäàäåí äîñòàòú÷íî ìàëúê ïîëîæèòåëåí ïàðàìåòúð, òî
|(ϕ, u) − (ϕ, ũ)| ≤ |(ϕ, u) − (ϕ, u(i))| + |(ϕ, u(i)) − (ϕ, ũ)| = εi + εN < ε,êúäåòî εi å ñèñòåìàòè÷íàòà ãðåøêà, εN å âåðîÿòíîñòíàòà ãðåøêà. Êàòî ñå èç-ïîëçâà [16℄ ñå ïîëó÷àâà îöåíêà çà áðîÿ i íà èòåðàöèèòå çà äîñòèãàíåòî íà ïðåä-âàðèòåëíî çàäàäåíàòà òî÷íîñò:

i >

ln
ε

2|(ϕ, u(0)) − (ϕ, u)|
ln ‖K‖L2

,êúäåòî u(0) å íà÷àëíîòî ïðèáëèæåíèå íà u. Èçïîëçâà ñå íåðàâåíñòâîòî íà Cauhy-Bunyakovski: |(ϕ, u(0))−(ϕ, u)| ≤ ‖ϕ‖L2(Ω)‖u(0)−u‖L2(Ω). Âòîðèÿò ìíîæèòåë ìîæåäà áúäå îöåíåí òàêà:
‖u(0) − u‖L2(Ω) ≤ (‖I‖L2 + ‖K‖L2 + . . .+ ‖K‖iL2

+ . . .)‖r(0)‖L2(Ω),êúäåòî r(j) = f − u(j) −Ku(j), j = 0, 1, . . . .Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè i→ ∞ ñå ïîëó÷àâà ‖u(0) − u‖L2 ≤
‖r(0)‖L2(Ω)

1−‖‖L2
. Ïîñëåä-íîòî íåðàâåíñòâî å â ñèëà, àêî å èçïúëíåíî óñëîâèåòî ‖K‖L2 < 1.2.1.5 Ìåòîä Ìîíòå Êàðëî çà èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿÂ ñúîòâåòñòâèå ñ íà÷àëíàòà π(x) è ïðåõîäíèòå p(x, x′) âåðîÿòíîñòè â Ω ñåêîíñòðóèðà ñëó÷àéíà òðàåêòîðèÿ (âåðèãà íà Ìàðêîâ) Ti ñ äúëæèíà i, ñòàðòè-ðàùà ñúñ ñúñòîÿíèå x0: Ti : x0 −→ x1 −→ . . . −→ xi. Èçâåñòíî å [8℄, ÷å

Eθi[ϕ] = (ϕ, u(i)), êúäåòî θi[ϕ] =
ϕ(x0)

π(x0)

i∑

j=0

Wjf(xj),

W0 = 1, Wj = Wj−1
k(xj−1, xj)

p(xj−1, xj)
, j = 1, . . . , i,è ñúîòâåòíàòà îöåíêà ïî ìåòîä ÌÊ çà (ϕ, u(i)) å: (ϕ, u(i)) ≈ 1

N

∑N
n=1 θi[ϕ]n.Ñëåäîâàòåëíî ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà θi[ϕ] ìîæå äà ñå ðàçãëåäà êàòî îöåíêàçà òúðñåíàòà ñòîéíîñò (ϕ, u) ïðè äîñòàòú÷íî ãîëÿìî i ñ âåðîÿòíîñòíà ãðåøêà ñïîðÿäúê O(N−1/2), êúäåòî N å áðîÿò íà ðåàëèçàöèèòå íà âåðèãàòà íà Ìàðêîâ,à θi[ϕ]n å ñòîéíîñòòà íà θi[ϕ], ïîëó÷åíà âúðõó n-òàòà òðàåêòîðèÿ.2.1.6 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè



Àëãîðèòúìúò íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò å êîíñòðóèðàí, òàêà ÷å âúâ âñÿêàïîäîáëàñò ñå èçáèðà ñàìî åäíà ðåàëèçàöèÿ íà ñúîòâåòíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷è-íà. Áðîÿò íà èòåðàöèèòå d å �èêñèðàí, íî òîé å èçáðàí ñïîðåä L2-íîðìàòà íàÿäðîòî íà èíòåãðàëíèÿ îïåðàòîð. Çà ïðèáëèæåíîòî ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëà
I(j), j = 0, . . . , i ñà èçáðàíè ðàçëè÷åí áðîé ðåàëèçàöèè ñ öåë áàëàíñèðàíå íàãðåøêàòà. �åçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè ñ àëãîðèòúìà íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò (�àçä.ïî âàæíîñò), ñà ñðàâíåíè ñ îáèêíîâåíèÿ ìåòîä Ìîíòå Êàðëî (ÎáÌÌÊ) çàïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè è ñ ìåòîäàÌîíòå Êàðëî çà ðåøàâàíå íà èíòåãðàëíèóðàâíåíèÿ (ÌÌÊ-èíò.óð.). �åçóëòàòèòå ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 2.2. Òÿ èëþñ-òðèðà ñâîéñòâîòî íà îïèñàíèÿ àëãîðèòúì çà íàìàëÿâàíå íà äèñïåðñèÿòà, êîåòîâîäè äî ïî-ìàëêà îòíîñèòåëíà ãðåøêà ïðè �èêñèðàí áðîé èòåðàöèè è ðåàëè-çàöèè. Èç÷èñëèòåëíîòî âðåìå çà àëãîðèòúìà íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò ìàë-êî íàäõâúðëÿ âðåìåòî çà îáèêíîâåíèÿ àëãîðèòúì ÌÊ, ïîðàäè äîïúëíèòåëíèòåïðåñìÿòàíèÿ, íåîáõîäèìè çà ðàçäåëÿíåòî íà îáëàñòèòå. Îò äðóãà ñòðàíà, èç÷èñ-ëèòåëíîòî âðåìå íà àëãîðèòúìà ÌÊ çà èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ å ñ íÿêîëêî ïúòèïî-ãîëÿìî, ïîðàäè èçïîëçâàíåòî íà ìåòîäà íà ñåëåêöèÿòà (½aeptane-rejetionmethod�) çà ìîäåëèðàíå íà íà÷àëíàòà âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò (â îáùèÿ ñëó÷àéå íåîáõîäèìî ìîäåëèðàíå è íà ïðåõîäíèòå âåðîÿòíîñòè).Ìåòîäúò íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò äàâà ïî-äîáðà òî÷íîñò â ñðàâíåíèå ñ îáèê-íîâåíèÿ ìåòîä Ìîíòå Êàðëî è ìåòîäà çà ðåøàâàíå íà èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ,êîãàòî ðåäúò íà Neumann å áúðçî ñõîäÿù. Îáèêíîâåíèÿò ìåòîä Ìîíòå Êàðëîèìà èçâåñòíî ïðåäèìñòâî ïðåä ìåòîäà íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò ïî îòíîøåíèå íàòî÷íîñòòà, êîãàòî ðàçìåðíîñòòà ñå óâåëè÷àâà. Òîâà ìîæå äà ñå îáÿñíè ñ �àêòà,÷å çà ãîëåìè ðàçìåðíîñòè n ãðåøêàòà íà ìåòîäà íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò êëî-íè àñèìïòîòè÷íî êúì O(N−1/2), êîåòî ñúîòâåòñòâà íà ãðåøêàòà íà îáèêíîâåíèÿìåòîä Ìîíòå Êàðëî.Òàáëèöà 2.2: Àáñîëþòíà è îòíîñèòåëíà ãðåøêà ïðè ïðèáëèæåíîòî ïðåñìÿòàíåíà (ϕ, u), èçïîëçâàéêè îáèêíîâåí àëãîðèòúì ÌÊ çà èíòåãðàëè, àëãîðèòúì ÌÊçà èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ è àëãîðèòúì íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò ïðè �èêñèðàíáðîé èòåðàöèè i.
i εi N ÎáÌÌÊ �àçä. ïî âàæí. ÌÌÊ-èíò.óð.

N0 N1 N2 N3 N4 N5 Àáñ. Îòí. Àáñ. Îòí. N Àáñ. Îòí.1 1.39 10 8
2 - - - - 2.83 0.315 1.28 0.143 360 1.29 0.1452 0.54 10 8
2

5
3 - - - 1.87 0.209 0.55 0.061 540 0.55 0.0623 0.21 100 8

2
5
3

8
4 - - 0.22 0.024 0.05 0.006 4096 0.31 0.0344 0.08 10 8

2
5
3

8
4

4
5 - 1.41 0.157 0.07 0.008 11600 0.08 0.0095 0.03 100 10

2
10

3
10

4
5
5

6
6 0.13 0.084 0.01 0.001 37000 0.03 0.004



2.2 Ïðåîáóñëîâåí ìðåæîâè àëãîðèòúì Ìîíòå ÊàðëîÂúâ âòîðà ñåêöèÿ íà âòîðà ãëàâà å ïðåäñòàâåí è èçñëåäâàí ìðåæîâè àëãî-ðèòúì Ìîíòå Êàðëî çà ïðåñìÿòàíå íà ëèíåéíè �óíêöèîíàëè îò ðåøåíèåòî íàñïåöè�è÷åí êëàñ îò èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ. Äàäåíî å èíòåãðàëíî óðàâíåíèå íàFredholm îò âòîðè ðîä:
u(x) = λ

∫

Ω

k(x, x′)u(x′)dx′ + f(x), x, x′ ∈ Ω ⊂ R
d, èëè u = λKu+ f, (6)êúäåòî K å èíòåãðàëåí îïåðàòîð, K : Lp 7−→ Lp, è

k(x, x′) ∈ Lxp(Ω)
⋂
Lx

′

q (Ω), p, q ∈ Z, p, q ≥ 0,

f(x) ∈ Lp(Ω),
1

p
+

1

q
= 1.Íåèçâåñòíàòà �óíêöèÿ å u(x) ∈ Lp(Ω) è Ω å çàòâîðåíà è îãðàíè÷åíà îáëàñò.�àçãëåæäà ñå çàäà÷àòà çà êîíñòðóèðàíå íà ìåòîä Ìîíòå Êàðëî çà ïðåñìÿ-òàíåòî íà ëèíåéíè �óíêöèîíàëè îò ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî (6) îò ñëåäíèÿâèä:

J(u) =

∫

Ω

ϕ(x)u(x)dx = (ϕ, u), çà λ = λ∗, ϕ(x) ∈ Lq(Ω), q ≥ 0, q ∈ Z, (7)ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å ñúîòâåòíèÿò ðåä íà Íîéìàí íå å ñõîäÿù èëè å áàâíîñõîäÿù.Àëãîðèòúìúò, ïðåäñòàâåí è èçñëåäâàí òóê, îáåäèíÿâà äâà èçâåñòíè ïîäõî-äà çà ðåøàâàíå íà èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ è ñúîòâåòíî, ñèñòåìè îò ëèíåéíèàëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ (ÑËÀÓ). ×ðåç ïúðâèÿ ïîäõîä äàäåíî èíòåãðàëíî óðàâ-íåíèå ñå ñâåæäà äî ÑËÀÓ, êàòî ñå èçïîëçâà íÿêîÿ êâàäðàòóðíà �îðìóëà (êâàä-ðàòóðåí ìåòîä). �ðåøêàòà îò àïðîêñèìàöèÿ íà òàçè ñòúïêà å:
λ

m∑

i=1

hi ρ1(xi;m, k, u) + ρ2(m,ϕ, u),êúäåòî hi = Ai ϕ(xi), h ∈ R
m×1, {Aj}mj=1 å ìíîæåñòâîòî îò òåãëàòà, à òî÷êèòå

{xj}mj=1 ñà âúçëèòå íà èçáðàíàòà êâàäðàòóðíà �îðìóëà, a ≤ x1 < x2 < . . . <
xm ≤ b. Òóê ñ ρ1(xi;m, k, u), x ∈ Ω å îçíà÷åíà ãðåøêàòà ïðè àïðîêñèìàöèÿòàíà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå ñúñ ñúîòâåòíà ÑËÀÓ. Ñ ρ2(m,ϕ, u) å îçíà÷åíà ãðåø-êàòà îò àïðîêñèìàöèÿòà íà ëèíååí �óíêöèîíàë îò ðåøåíèåòî íà èíòåãðàëíîòîóðàâíåíèå. Ïîðÿäúêúò íà ãðåøêèòå ρ1, ρ2 çàâèñè îò èçáðàíàòà êóáàòóðíà �îð-ìóëà, îáëàñòòà íà èíòåãðèðàíå è êëàñà, êúì êîéòî ïðèíàäëåæè ïîäèíòåãðàëíà-òà �óíêöèÿ. Çàòîâà íåêà äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ïðèëîæåíàòà êóáàòóðíà �îðìóëàå òî÷íà çà âñè÷êè ïîëèíîìè íà d ïðîìåíëèâè îò ñòåïåí m− 1, ïîäèíòåãðàëíàòà�óíêöèÿ å m-ïúòè äè�åðåíöèðóåìà â Ω, à âñè÷êèòå é ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îòðåä (m+1) ñà íåïðåêúñíàòè â Ω. Ñëåäîâàòåëíî, ïîäèíòåãðàëíàòà �óíêöèÿ q(x)ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè â ñëåäíèÿ âèä:

q(x) = P(x) + R(x),



êúäåòî P(x) å ðàçâèòèåòî íà q(x) â ðåä íà Taylor ñ m ñúáèðàåìè, à R(x) å îñòà-òú÷íèÿò ÷ëåí, çàïèñàí â èíòåãðàëíà �îðìà. �ðåøêàòà íà êóáàòóðíàòà �îðìóëàìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ëèíååí �óíêöèîíàë âúðõó êëàñà îò �óíêöèè, óäîâ-ëåòâîðÿâàùè íàïðàâåíèòå ïî-ãîðå ïðåäïîëîæåíèÿ:
Λx
m[q] =

∫

Ω

q(x)dx− C(ω, ξ), êúäåòî C(ω, ξ) =
m∑

j=1

ωjq(ξj). (8)Êàòî ñå èçïîëçâà èçðàçà çà îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí R(x), ñå ïîëó÷àâà àíàëîã íà Òåî-ðåìàòà íà Ïåàíî â ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé:Òåîðåìà 2.2.1. R(x) =
d∑

n=1
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v,v 6=s
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<

:

d
X
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(xi − ti)
∂

∂ xi

9

=

;

ν

s

∂n q

∂ xs1
. . . ∂ xsn

(t, α) dVΠn
s

, n < k,

ζ
X

s=1

Z

Πn
s

∂n u

∂ xs1
. . . ∂ xsn

(x, t, α) dVΠn
s

, n = k,êúäåòî Πn
s = {g = (g1, g2, . . . , gn)} ∈ R

n : αsi
≤ gi ≤ xsi

, i = 1, 2, . . . , n,
(s1, . . . , sn)s ∈ Cn

d {1, 2, . . . , d}}.

(t, α) = {(t, α)i}di=1, (t, α)i =

{
ti, i ∈ {s1, . . . , sn}
αi,

(x, t, α) = {(x, t, α)i}di=1, (x, t, α)i =







ti, i ∈ {s1, . . . , sn},
xi, i < s1,
αi, èíà÷å.Çà äà áúäàò ãîðíèòå ãðàíèöè íà èíòåãðàëà íåçàâèñèìè îò x, ñà âçåòè ïîëî-æèòåëíèòå ÷àñòè íà ñúáèðàåìèòå â îïèñàíèòå ïî-ãîðå ñóìè. Òàêà

|Λx
m[q]| ≤ c

d∑

n=1

k−n∑

ν=1

ζ
∑

s=1

Q(k)

∫

Πn
s

|Kk−n−ν,ν
v,s (C, t)| dVΠn

s
, n < k,êúäåòî c å êîíñòàíòà, à �óíêöèèòå Kk−n−ν,ν

v,s (C, t) ñå íàðè÷àò ½ÿäðà íà Ñàðä� çàêóáàòóðíàòà �îðìóëà C(ω, ξ) è ñå äå�èíèðàò ñúñ ñëåäíàòà �îðìóëà [27℄:
Kk−n−ν,ν
v,s (C, t) ≡ Λx

m





{
m∑

j=1

(xj − αj)+

}k−n−ν

v,v 6=s

{
m∑

i=1

(xi − ti)+

}ν

s



 .Âèæäà ñå, ÷å ãðåøêàòà íà êóáàòóðíàòà �îðìóëà çàâèñè îò ÷àñòíèòå ïðîèçâîä-íè íà ïîäèíòåãðàëíàòà �óíêöèÿ q(x) îò ðåä m. Ñëåä m-êðàòíî äè�åðåíöèðàíåíà äàäåíîòî óðàâíåíèå è ïðèëàãàíå íà ïðàâèëîòî çà äè�åðåíöèðàíå íà ïðîèç-âåäåíèå (ïðàâèëî íà Leibnitz) ñå ïîëó÷àâàò îöåíêè, àíàëîãè÷íè íà îöåíêèòå âåäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, äàäåíè â ðàáîòèòå íà Êàíòîðîâè÷ è Êðûëîâ [41℄.



Âòîðèÿò ïîäõîä å èòåðàöèîíåí ìåòîä Ìîíòå Êàðëî (ðåçîëâåíòåí ìåòîä), ïðè-ëîæåí êúì ïîëó÷åíàòà ÑËÀÓ ñëåä àïðîêñèìàöèÿòà. Ñïåöè�èêàòà íà çàäà÷à-òà (àïðîêñèìàöèÿ íà èíòåãðàëíî óðàâíåíèå ñúñ ÑËÀÓ) îïðåäåëÿ õàðàêòåðíàòàñòðóêòóðà íà ìàòðèöàòà íà ïîëó÷åíàòà ÑËÀÓ. Åëåìåíòèòå íà ìàòðèöàòà â ñú-ñåäíè ðåäîâå èìàò ïðèáëèçèòåëíî ðàâíè ñòîéíîñòè, ò.å. ðåäîâåòå ñà çàâèñèìè,îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å äåòåðìèíàíòàòà å ïðèáëèçèòåëíî íóëà. Ñëåäîâàòåëíî, îòåäíà ñòðàíà, íàé-ìàëêèòå ïî ìîäóë ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñà áëèçêè äî íóëàòà,à îò äðóãà â ñúîòâåòñòâèå ñ ïðåäïîëîæåíèåòî çà áàâíî ñõîäÿù èëè ðàçõîäÿùðåä íà Íîéìàí ñúùåñòâóâàò è ìíîãî ãîëåìè ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò ñîáñòâå-íè ñòîéíîñòè. Òîâà îïðåäåëÿ ãîëÿìî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò, ò.å. ìàòðèöàòà åëîøî îáóñëîâåíà. Ñ öåë ïðåîäîëÿâàíå íà òàçè èç÷èñëèòåëíà òðóäíîñò å ïðèëî-æåíî àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå íà ðåäà ÷ðåç ñìÿíà íà ñïåêòðàëíèÿ ïàðàìåòúð[19, 44, 52℄. Îñíîâíîòî ïðåäèìñòâî íà èçïîëçâàíàòà òåõíèêà çà óñêîðÿâàíå íàñõîäèìîñòòà å íåñúùåñòâåíîòî âëèÿíèå íà ïðèëîæåíàòà ïðîöåäóðà âúðõó èç-÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà îïèñàíèÿ àëãîðèòúì çà èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ.Çà ðåøàâàíåòî íà ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à ñå ñëåäâà ñëåäíàòà ñõåìà: çàäàâàñå òî÷íîñòòà ε, ñ êîÿòî ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò äà àïðîêñèìèðà òúðñåíàòà. Âçàâèñèìîñò îò íåÿ ñå îïðåäåëÿ ðåäà íà ìàòðèöàòà, äúëæèíàòà è áðîÿ íà ðåàëè-çàöèèòå íà âåðèãàòà íà Ìàðêîâ. Òàáëèöà 2.4 äåìîíñòðèðà ðàáîòîñïîñîáíîñòòàíà òîçè ïîäõîä - âúïðåêè ÷å çà íà÷àëíèòå äàííè ðåäúò íà Neumann íå å ñõî-äÿù, ñëåä ïðèëàãàíå íà êîíñòðóèðàíèÿ àëãîðèòúì ñå ïîëó÷àâà ïðèáëèæåíèåñúñ çàäàäåíàòà òî÷íîñò. Îñâåí òîâà, ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò ñðàâíèòåëíî äîáðèîöåíêè çà äúëæèíàòà íà òðàåêòîðèÿòà è áðîÿ íà ðåàëèçàöèèòå íà ñëó÷àéíàòàâåëè÷èíà, êîèòî ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò ïðè ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè íà ïðàêòè-êà. Îöåíêàòà çà ðåäà íà ìàòðèöàòà çàâèñè îò ïîâåäåíèåòî íà ïîäèíòåãðàëíàòà�óíêöèÿ (òàçè îöåíêà å ïî-ãðóáà â ñðàâíåíèå ñ äðóãèòå äâå). Óñòàíîâåíî å åêñ-ïåðèìåíòàëíî, ÷å ðåäúò íà ìàòðèöàòà âëèÿå íåñúùåñòâåíî âúðõó ñïåêòðàëíèòåñâîéñòâà íà ìàòðèöàòà.Îöåíêà çà âåðîÿòíàòà ãðåøêà íà ïðåäëîæåíèÿ ìåòîä ìîæå äà ñå ïîëó÷è,êàòî ñå èçïîëçâà åìïèðè÷íà îöåíêà íà äèñïåðñèÿòà, àêî äèñïåðñèÿòà íà êîíñò-ðóèðàíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà å êðàéíà. Â [52℄ ñà äàäåíè äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çàòîâà äèñïåðñèÿòà äà å îãðàíè÷åíà. Â ÷àñòíîñò, çà êëàñà êîí�îðìíè èçîáðàæå-íèÿ, ñúäúðæàù èçáðàíîòî çà íàñòîÿùèòå èçñëåäâàíèÿ èçîáðàæåíèå, óñëîâèåòîå: c |η∗|
1 − |η∗|

< 1, êúäåòî ψ(η) = c1 η + c2 η
2 + . . . è |ci| < c, i ≥ 1. Ïàðàìåòðèòå èêîå�èöèåíòèòå íà èçîáðàæåíèåòî ñà �èêñèðàíè íà îñíîâàòà íà ïðåäâàðèòåëíîçàäàäåíà èí�îðìàöèÿ çà ñïåêòúðà íà èòåðàöèîííàòà ìàòðèöà. Ñëåäîâàòåëíîòîâà óñëîâèå å çàäàäåíî ñïðÿìî ñïåêòðàëíèÿ ïàðàìåòúð λ∗. Ïàðàìåòúðúò λ∗,èçïîëçâàí â êîíêðåòíèÿ ïðèìåð íå óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà íàSabelfeld [39℄. Ñëåäîâàòåëíî â ñëó÷àÿ íå å â ñèëà òâúðäåíèåòî çà îãðàíè÷åíîñòíà äèñïåðñèÿòà. Ïðè ëèïñà íà îãðàíè÷åíîñò îïèñàíàòà çàäà÷à å äîñòà ïðåäèç-âèêàòåëíà. Â òîçè ñëó÷àé îöåíêà íà âåðîÿòíàòà ãðåøêà íà ìåòîäà ìîæå äà ñåïîëó÷è ÷ðåç äðóãè òåõíèêè è ïîäõîäè, îïèñàíè â [28, 38, 64℄.Èçñëåäâàíà å óñòîé÷èâîñòòà íà èçáðàíîòî èçîáðàæåíèå. Êîãàòî èçîáðàæå-



Òàáëèöà 2.4: �ðåøêà ïðè ïðèáëèæåíîòî ïðåñìÿòàíå íà (ϕ, u) ñ èòåðàöèîíåíìåòîä Ìîíòå Êàðëî çà ÑËÀÓ ïðè ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíà òî÷íîñò.Çàäàäåíà Äúëæèíà íà Áðîé íà ðåàë. Ïðèáë. Àáñ.òî÷íîñò âåðèãàòà íà íà âåðèãàòà íà ñòîéíîñò ãðåøêà
ε Ìàðêîâ i Ìàðêîâ N0.1 5 970 2.17371 0.063510.01 12 9 500 000 2.10306 0.007130.001 15 111 111 000 2.11066 0.00047íèåòî èìà íÿêîè îñîáåíîñòè è ïðîÿâÿâà ÷óâñòâèòåëíîñò ñïðÿìî èçìåíåíèÿ âïàðàìåòðèòå, å âúçìîæíî èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ äà íå êëîíè êúì òúðñåíàòàñòîéíîñò. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ïîêàçâàò, ÷å èçîáðàæåíèåòî ψ (ψ−1) å óñòîé÷è-âî îòíîñíî ïàðàìåòðèòå, îò êîèòî çàâèñè.2.3 Èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò íà àëãîðèòìè Ìîíòå Êàðëî çà êëàñ îòèíòåãðàëíè óðàâíåíèÿÀíàëèçèðàíà å èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà äâà ïîäõîäà çà ðåøàâàíå íàèíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ ñ ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíà òî÷íîñò ε è ïðè èçèñêâàíå-òî çà ïîñòèãàíå íà äîáúð áàëàíñ ìåæäó âåðîÿòíîñòíàòà è ñèñòåìàòè÷íàòàãðåøêà. Òåçè ïîäõîäè ñïàäàò êúì èòåðàöèîííèòå ìåòîäè Ìîíòå Êàðëî è ñå õà-ðàêòåðèçèðàò ñúñ ñõîäåí ïîðÿäúê íà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò. �åçóëòàòèòå,ïðåäñòàâåíè â òàçè ñåêöèÿ, ñà ïóáëèêóâàíè â [21℄.Ìðåæîâè àëãîðèòúì Ìîíòå ÊàðëîÇà äà ñå îöåíè èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî (ÀÌÊ),å íåîáõîäèìî äà ñå ðàçãëåäà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå ET (A) íà âðåìåòî,íåîáõîäèìî çà ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà ñ àëãîðèòúì A (âæ. [25℄). Íåêà ñ lAè lL å îçíà÷åí ñúîòâåòíî áðîÿò íà àðèòìåòè÷íèòå è ëîãè÷åñêèòå ïîäîïåðàöèè.Âðåìåòî, íåîáõîäèìî çà èçïúëíåíèå íà åäíà ïîäîïåðàöèÿ, å îçíà÷åíî ñ τ .Êóáàòóðåí àëãîðèòúì. Èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò å îöåíåíà çà äàäåíà êó-áàòóðíà �îðìóëà:

T (CA) > τ
[
cs(pk + 1)ε−s + c−s/2(pf + pϕ + pnode)ε

−s/2 + pcoef
]
lA,êúäåòî êîíñòàíòàòà c çàâèñè îò ñëåäíèòå ïàðàìåòðè

c = c (λ,K(r)
x , K

(r)
t , F (r),Φ(r)), r = 1, . . . , ACT + 1, s = s(ACT ) (9)(ÀÑÒ å ñúêðàùåíèå íà àëãåáðè÷íà ñòåïåí íà òî÷íîñò íà èçáðàíàòà êóáàòóðíà�îðìóëà). Áðîÿò íà àðèòìåòè÷íèòå îïåðàöèè, íåîáõîäèìè çà ïðåñìÿòàíåòî íàåäíà ñòîéíîñò íà �óíêöèèòå k(x, t), f(x) è ϕ(x) è íà åäèí âúçåë (êîå�èöè-åíò), ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíî ñ pk, pf è pϕ, è ñ pnode(pcoef ).Ñòåïåíòà s è êîíñòàíòèòå pnode è pcoef çàâèñÿò îò ïðèëîæåíàòà �îðìóëà.



Íàïðèìåð s = 1 çà �îðìóëèòå íà ïðàâîúãúëíèöèòå èëè òðàïåöèòå è s = 1/2 çà�îðìóëàòà íà Ñèìïñúí.�åçîëâåíòåí àëãîðèòúìÌîíòå Êàðëî. Íàé-íàïðåä ñå ðàçãëåæäà ñëó÷àÿíà ñõîäèìîñò íà ðåäà íà Íîéìàí (äîïóñêà ñå è äà å áàâíî ñõîäÿù).Çà åäèí ïðåõîä â ñëó÷àéíàòà òðàåêòîðèÿ ñà íåîáõîäèìè ñëåäíèÿ áðîé îïå-ðàöèè:
• ãåíåðèðàíå íà åäíî ñëó÷àéíî ÷èñëî: kA àðèòìåòè÷íè è kL ëîãè÷åñêèîïåðàöèè;
• ìîäåëèðàíå íà íà÷àëíàòà/ïðåõîäíàòà âåðîÿòíîñò π ñ öåë îïðåäåëÿíå íàíà÷àëíàòà èëè ñëåäâàùèÿ åëåìåíò âúâ âåðèãàòà íà Ìàðêîâ: µA àðèòìå-òè÷íè è µL ëîãè÷åñêè îïåðàöèè (EµA + 1 = EµL = µ, 1 ≤ µ ≤ m− 1);
• ïðåñìÿòàíå íà åäíà ñòîéíîñò íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà: 4 àðèòìåòè÷íè îïå-ðàöèè.Áðîÿò íà àðèòìåòè÷íèòå îïåðàöèè, íåîáõîäèìè çà ïðåäâàðèòåëíîòî ïðåñ-ìÿòàíå íà íà÷àëíàòà π è ïðåõîäíèòå P âåðîÿòíîñòè (ñúîòâåòíî âåêòîð èêâàäðàòíà ìàòðèöà), å ïðîïîðöèîíàëåí íà ðåäà íà ìàòðèöàòà m: 2m(1 +m).Áðîÿò íà ïðåõîäèòå i ñå èçáèðà îò íåðàâåíñòâîòî:
i > ln−1 α (ln ε+ ln (1 − α) − ln ‖b‖2) − 1 (ïðåäïîëàãàéêè ‖b‖2 > ε (1 − α)),çà äà ñå ãàðàíòèðà ïîðÿäúê ε, êàòî α = |λ|‖L‖2, à çà íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå åèçáðàíà äÿñíàòà ñòðàíà b.Çà äà ñå äîñòèãíå âåðîÿòíà ãðåøêà ε, ñà íåîáõîäèìè N òðàåêòîðèè, êàòîáðîÿò èì ñå îïðåäåëÿ îò N > c0.5 σ

2(θ) ε−2, c0.5 ≈ 0.6745, êúäåòî θ å ñëó÷àé-íàòà âåëè÷èíà, ÷èåòî ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå ñúâïàäà ñ íåèçâåñòíèÿ ëèíååí�óíêöèîíàë. Ñëåäîâàòåëíî â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà:Òåîðåìà 2.3.1. Çà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà âðåìåòî, íåîáõîäèìî çàïîëó÷àâàíå íà ïðèáëèæåíèå ñ òî÷íîñò ε, êàòî ñå èçïîëçâà ðàçãëåæäàíèÿ ðå-çîëâåíòåí ÀÌÊ, å âàëèäíà ñëåäíàòà îöåíêà:
ET (RMCA) > τ [(kA + µ+ 3) lA + (kL + µ) lL]

[cβ σ(ξRj [h])]2ln3 α

(ln3 ε+ a)

ε2

+ 2τm(m+ 1)lA,êúäåòî a = ln(1 − α) − ln ‖b‖2, m >
√
csε−s/2 (êîíñòàíòèòå ñà çàäàäåíè îò(9)), è ξRj å íåèçìåñòåíàòà îöåíêà íà j-òàòà èòåðàöèÿ íà ìàòðèöàòà L,ïîëó÷åíà ñ ðåçîëâåíòåí ÀÌÊ.Â ñëó÷àÿ, êîãàòî ðåäúò íà Íîéìàí íå å ñõîäÿù, ñõîäèìîñòòà íà àëãîðèòúìàÌîíòå Êàðëî çà ðåøàâàíå íà ÑËÀÓ ìîæå äà ñå îñèãóðè (èëè óñêîðè) ñ ïðèëàãà-íå íà àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå íà ðåäà íà Íîéìàí ÷ðåç ñìÿíà íà ñïåêòðàëíèÿïàðàìåòúð λ (mapping) (âæ. [19, 40, 44, 52℄). Îñíîâíîòî ïðåäèìñòâî íà òîçè



ïîäõîä çà óñêîðÿâàíå íà ñõîäèìîñòòà íà åäèí èòåðàöèîíåí ïðîöåñ å íåñúùåñòâå-íîòî âëèÿíèå âúðõó èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà àëãîðèòúìà. Èç÷èñëèòåëíàòàñëîæíîñò çà âñåêè ïðåõîä ñå óâåëè÷àâà ñàìî ñ åäíà àðèòìåòè÷íà îïåðàöèÿ, íå-îáõîäèìà çà óìíîæåíèåòî íà êîå�èöèåíòèòå gj, j ≥ 0, ñ êîåòî ñå îñèãóðÿâà ñõî-äèìîñòòà (ïðåäïîëàãà ñå, ÷å òåçè êîå�èöèåíòè ñà ïðåäâàðèòåëíî ïðåñìåòíàòèñ âèñîêà òî÷íîñò). Çà äà ñå îöåíè èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà ìîäè�èöèðàíèÿàëãîðèòúì, å íåîáõîäèìî äà ñå îöåíè äèñïåðñèÿòà íà íîâàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà:
θ[h] =

hk0
πk0

∞∑

j=0

gjWj bkj
.Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíîòî òâúðäåíèå çà êëàñ îò èçîáðàæåíèÿ, äîêàçàíî â[52℄:Òâúðäåíèå 2.3.1. (Sabelfeld, [52℄). Êîí�îðìíîòî èçîáðàæåíèå λ = ψ(η) =

a1η+a2η+ . . . èìà ñàìî åäèí ïðîñò ïîëþñ ïî ãðàíèöàòà íà ñõîäèìîñò |η| = 1.Àêî V ar ξRk ≤ σ2 è q = ā |η∗|/(1 − |η∗|) < 1, òîãàâà îöåíêàòà çà èç÷èñëèòåë-íàòà ñëîæíîñò èìà ñëåäíèÿ ïîðÿäúê O(|ln ε|4/ε2), êúäåòî ā å êîíñòàíòà,òàêàâà ÷å |ai| ≤ ā, i = 1, 2, . . ., λ∗ å ñòîéíîñòòà íà ñïåêòðàëíèÿ ïàðàìåòúðâ èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (ñúîòâåòíî ÑËÀÓ) è η∗ = ψ−1(λ∗).Â îáùèÿ ñëó÷àé îöåíêà çà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà êëàñà îò ìðåæîâèÀÌÊ ìîæå äà ñå ïîëó÷è, àêî å èçâåñòíî ïîâåäåíèåòî íà gj è V ar ξRj .Íåìðåæîâè àëãîðèòúì Ìîíòå ÊàðëîÈç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà ðàçãëåæäàíèÿ ìðåæîâè ÀÌÊ å ñðàâíåíà ñ èç-÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà íåìðåæîâèÿ àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî. Òîçè ïîäõîäñå îñíîâàâà íà èçïîëçâàíåòî íà ëîêàëíîòî èíòåãðàëíî ïðåäñòàâÿíå (ïðè ïðåäïî-ëîæåíèå, ÷å òàêîâà ïðåäñòàâÿíå ñúùåñòâóâà, [2, 47℄) íà ðåøåíèåòî íà åëèïòè÷íàãðàíè÷íà çàäà÷à. Ñúùåñòâóâàíåòî íà òàêîâà ïðåäñòàâÿíå ïîçâîëÿâà êîíñòðóè-ðàíåòî íà àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî, íàðå÷åí ñ�åðè÷åí ïðîöåñ (â îïðîñòåíèÿñëó÷àé), çà ïðåñìÿòàíå íà ñúîòâåòíèÿ ëèíååí �óíêöèîíàë. Êàòî ïúðâà ñòúïêàîò òîçè àëãîðèòúì, ñå èçáèðà δ-îêîëíîñò ∂Ωδ íà ãðàíèöàòà ∂Ω (ïðè ïðåäïî-ëîæåíèå, ÷å ðåøåíèåòî ïî ãðàíèöàòà å èçâåñòíî), çà äà ñå îñèãóðè ñõîäèìîñò íàêîíñòðóèðàíèÿ èòåðàöèîíåí ïðîöåñ. Çà åäèí ñëó÷àåí ïðåõîä â òðàåêòîðèÿòà åíåîáõîäèì ñëåäíèÿ áðîé îïåðàöèè:
• ãåíåðèðàíå íà n (òîçè áðîé çàâèñè îò íà÷àëíàòà ïëúòíîñò π ) ñëó÷àé-íè ÷èñëà çà îïðåäåëÿíå íà íà÷àëíàòà òî÷êà âúâ âåðèãàòà íà Ìàðêîâ:
n(kA + kL) îïåðàöèè (kA è kL ñà àðèòìåòè÷íèòå è ëîãè÷åñêè îïåðà-öèè, íåîáõîäèìè çà ãåíåðèðàíå íà åäíà ñëó÷àéíà òî÷êà) èëè ìîäåëèðàíåíà åäèíè÷åí èçîòðîïåí âåêòîð, çà êîåòî ñà íåîáõîäèìè îïåðàöèè ñ ïîðÿ-äúê R ∗ n(kA + kL) (êîíñòàíòàòà R çàâèñè îò å�åêòèâíîñòòà íà ìåòîäàçà ìîäåëèðàíå è ïðåõîäíàòà ïëúòíîñò);

• ïðåñìÿòàíå íà êîîðäèíàòèòå íà íà÷àëíàòà èëè ñëåäâàùàòà òî÷êà: pnext(çàâèñè îò ìåòîäà çà ìîäåëèðàíå è ðàçìåðíîñòòà d íà îáëàñòòà B(x));
• ïðåñìÿòàíå íà åäíà ñòîéíîñò íà �óíêöèèòå: pf ; pπ, pϕ or pk, pP ;



• ïðåñìÿòàíå íà åäíà ðåàëèçàöèÿ íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà: 4 àðèòìåòè÷íèîïåðàöèè;
• ïðåñìÿòàíå íà ðàçñòîÿíèåòî îò òåêóùàòà òî÷êà äî ãðàíèöàòà ∂Ω: γAàðèòìåòè÷íè è γL ëîãè÷åñêè îïåðàöèè (çàâèñè îò ðàçìåðíîñòòà d íàîáëàñòòà Ω);
• ïðîâåðêà äàëè òåêóùàòà òî÷êà ïðèíàäëåæè íà èçáðàíàòà δ-îêîëíîñò ∂Ωδíà ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà Ω.Çà ãîëÿì êëàñ îò ãðàíèöè íà îáëàñòè å â ñèëà ñëåäíàòà îöåíêà çà ñðåäíèÿáðîé ïðåõîäè Ei âúðõó ñ�åðàòà çà åäíà òðàåêòîðèÿ [4℄:

E i ≤ const |ln δ|, const > 0, (10)êúäåòî const çàâèñè îò ãðàíèöàòà ∂Ω.Ùå îãðàíè÷èì èçñëåäâàíåòî íà ãðåøêàòà â îáëàñòòà Ω ≡ [a, b]. Çà äà ñå îñè-ãóðè ñèñòåìàòè÷íà ãðåøêà ε, ñà íåîáõîäèìè i ïðåõîäà âúâ âåðèãàòà íà Ìàðêîâ,êúäåòî i å èçáðàíî îò íåðàâåíñòâîòî:
i > ln−1 α (ln ε+ ln (1 − α) − lnF (0)) − 1 (ïðåäïîëàãàéêè F (0) > ε (1 − α)),êúäåòî α = |λ|VB(x)K, K = max

x,t
|k(x, t)| è çà íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå å èçá-ðàíà äÿñíàòà ÷àñò f(x). Îò äðóãà ñòðàíà å äàäåíà îöåíêàòà (10), çàâèñåùà îòèçáðàíàòà δ-îêîëíîñò íà ãðàíèöàòà. Ñëåäîâàòåëíî îò òåçè äâå îöåíêè ñå ïîëó-÷àâà ñëåäíèÿ èçðàç çà δ â çàâèñèìîñò îò áðîÿ íà ïðåõîäèòå i : δ ≈ e i/const,êúäåòî const çàâèñè îò ãðàíèöàòà ∂Ω. Òàêà ñå ñòèãà äî ñëåäíàòà òåîðåìà:Òåîðåìà 2.3.2. Çà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà âðåìåòî, íåîáõîäèìîçà ïîëó÷àâàíå íà ïðèáëèæåíèå ñ òî÷íîñò ε ÷ðåç ðàçãëåæäàíèÿ íåìðåæîâèÀÌÊ, å â ñèëà ñëåäíàòà îöåíêà:

ET (GFMCA) > τ [(n kA + pnext + pf + pπ + pϕ + γA + 4) lA +

+(n kL + γL + 1) lL + ((RnkA + pnext + pf + pk + pP + 4 + γA) lA+

+(RnkL + γL + 1) lL) × ln ε+ ln (1 − α) − ln3 F (0)ln3 α

]
[cβ σ(ξSj [h])]2

ε2
.Ìîãàò äà ñå �îðìóëèðàò íÿêîëêî óñëîâèÿ çà òîâà êîãà ìðåæîâèÿò ÀÌÊèìà ïðåäèìñòâî ïðåä íåìðåæîâèÿ ÀÌÊ:

• �óíêöèèòå, äå�èíèðàùè èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (k(x, t), f(x), ϕ(x)) èìàòñðàâíèòåëíî ìàëêà ìàêñèìàëíà íîðìà â ñúîòâåòíàòà îáëàñò è ñòîéíîñòèòåèì ìîãàò äà ñå ïðåñìåòíàò ëåñíî (ñúñ ñðàâíèòåëíî ìàëúê áðîé îïåðàöèè);
• íà÷àëíàòà è ïðåõîäíàòà âåðîÿòíîñò ñà ñëîæíè çà ìîäåëèðàíå (èçïîëçâà ñåìåòîäúò íà ñåëåêöèÿòà);
• ðàçìåðíîñòòà íà îáëàñòòà íà èíòåãðèðàíå å ãîëÿìà.Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å ðàçãëåäàíèÿò ìðåæîâè ÀÌÊ å ïðèëîæèì ñàìî çàèíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ ñ ãëàäêè �óíêöèè, íî ïúê ñúùåñòâóâàò íÿêîè òåõíèêèçà ïðåîäîëÿâàíå íà îñîáåíîñòè îò òîçè òèï (âæ. [15℄).



�ëàâà 3. Àëãîðèòìè Ìîíòå Êàðëî çà ïðèëîæíè çàäà÷è3.1 Ñèìóëèðàíå íà åëåêòðîíåí òðàíñïîðò â ïîëóïðîâîäíèöèÂ òðåòà ãëàâà ñà ïðåäñòàâåíè àëãîðèòìè Ìîíòå Êàðëî, êîèòî ñà ïðèëîæå-íè ïðè ðåøàâàíåòî è èçñëåäâàíåòî íà êîíêðåòíè ïðàêòè÷åñêè çàäà÷è. Â ïúðâàñåêöèÿ å ïðåäëîæåí åäèí íîâ àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî ñ íàìàëåíà äèñïåðñèÿ çàïðèáëèæåíî ðåøàâàíå íà óðàâíåíèåòî íà Barker-Ferry. �åçóëòàòèòå, ïðåäñòàâå-íè â òàçè ñåêöèÿ, ñà ïóáëèêóâàíè â [11, 12℄.Â õîìîãåííèÿ ñëó÷àé ïðè èçîòðîïåí ïîëóïðîâîäíèê ðåøåíèåòî íà óðàâíåíè-åòî çàâèñè ñàìî îò àáñîëþòíàòà ñòîéíîñò íà èìïóëñà k è âðåìåòî t (âæ. [29, 33℄):
u(k, t) = f(k)+ (11)

=

∫ t

0

dt′′
∫ Q

0

dk′{k′2K(k′, k, t− t′′)u(k′, t′′) − k′2K(k, k′, t− t′′)u(k, t′′)}.Îò ìàòåìàòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà çàäà÷àòà ïðåäñòàâëÿâà ïðåñìÿòàíå íà ëèíå-åí �óíêöèîíàë îò ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèå (11) è äàäåíà �óíêöèÿ ϕ(k, t) ÷ðåçìåòîä Ìîíòå Êàðëî, ò.å.:
Jϕ(u) = (ϕ, u) =

∫ T

0

∫ Q

0

ϕ(k, t)u(k, t)dkdt. (12)Òúé êàòî öåëòà å ïðåñìÿòàíå íà ðåøåíèåòî âúâ �èêñèðàíà òî÷êà (k0, t0),�óíêöèÿòà ϕ(k, t) ñå çàäàâà ñ äåëòà-�óíêöèÿ: ϕ(k, t) = δ(k − k0)δ(t− t0).Âúïðåêè ÷å ïðåç ïîñëåäíèòå ãîäèíè ñà ðàçðàáîòåíè íÿêîè àëãîðèòìè ÌÊ ñîãðàíè÷åíà äèñïåðñèÿ (âæ. [33℄) çà ðåøàâàíå íà èíòåãðàëíàòà �îðìà íà êâàíòîâî-êèíåòè÷íîòî óðàâíåíèå (11) (âæ. [32, 33, 34, 48℄), äèñïåðñèÿòà íàðàñòâà åêñïî-íåíöèàëíî ñïðÿìî åâîëþöèîííîòî âðåìå: E Θ2 ≤ ||φ||2e(2Mt)2 . Åòî çàùî îò ïúð-âîñòåïåííî çíà÷åíèå å ðàçðàáîòâàíåòî íà íîâè àëãîðèòìè ñ íàìàëåíà äèñïåðñèÿ,ñ êîèòî äà ñå ïîëó÷è îöåíêà çà ðåøåíèåòî ïðè ïî-ãîëåìè åâîëþöèîííè âðåìåíà.Îñíîâíàòà èäåÿ å ðàçäåëÿíå íà åäíîìåðíàòà îáëàñò ïî âðåìåòî íà íåïðåñè-÷àùè ñå ïîäèíòåðâàëè Di = (ti−1, ti], i = 1, . . . , l, t0 = 0, tl = t. Òàêà íà÷àëíîòîóðàâíåíèå ïðèäîáèâà ñëåäíèÿ âèä:
u(k, t) = f(k) +

∫ t1

t0

dt′′
∫ Q

0

dk′ U(k, k′, t, t′′)

︸ ︷︷ ︸

f1(k,t)

+ . . .+

+

∫ tl−1

tl−2

dt′′
∫ Q

0

dk′ U(k, k′, t, t′′)

︸ ︷︷ ︸

fl−1(k,t)

+

∫ tl

tl−1

dt′′
∫ Q

0

dk′ U(k, k′, t, t′′),êúäåòî
U(k, k′, t, t′′) = U1(k, k

′, t, t′′)u(k′, t′′) + U2(k, k
′, t, t′′)u(k, t′′),



U1(k, k
′, t, t′′) = k′2 K(k′, k, t− t′′), U2(k, k

′, t, t′′) = −k′2 K(k, k′, t− t′′).Ñëåäîâàòåëíî ïúðâîíà÷àëíàòà çàäà÷à, ïðè êîÿòî ïî âðåìåòî ñå èíòåãðèðà âèíòåðâàëà (0; t], ñå ñâåæäà äî ðåøàâàíå íà ñëåäíîòî óðàâíåíèå íà Volterra-Fredholm îò âòîðè ðîä â ïîñëåäíèÿ ïîäèíòåðâàë Dl:
u(k, t) = F (k, t) +

∫ t

tl−1

dt′′
∫ Q

0

dk′U(k, k′, t, t′′),êúäåòî F (k, t) = f(k) + f1(k, t) + . . .+ fl−1(k, t), (k, t) ∈ (0, Q] × (0, t].Äÿñíàòà ñòðàíà F (k, t) íà òîâà óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿâà ñóìà îò äâóìåðíè èí-òåãðàëè (ñïðÿìî k′ è t′′), äå�èíèðàíè âúðõó îñòàíàëèòå ïîäèíòåðâàëè. �ðàíè-öèòå íà òåçè èíòåãðàëè ñà èçâåñòíè è ñà êîíñòàíòè. Âñåêè îò òåçè èíòåãðàëèñå ïðåñìÿòà ïðèáëèæåíî ñ ìåòîäà íà ñúùåñòâåíàòà èçâàäêà. Åäíî ïðèáëèæåíèåíà èíòåãðàë ïðè �èêñèðàíà ñòîéíîñò íà s å
θN =

1

N

N∑

i=1

θi, êúäåòî θi =
U(k, ξ

(k′)
i , t, ξ

(t′′)
i )

p(ξ
(k′)
i , ξ

(t′′)
i )

,à ξ = (ξ(k′), ξ(t′′)) å ñëó÷àéíà òî÷êà â (0, Q] × (ts−1, ts] ñ ïëúòíîñò p(k′, t′′) =
c |U(k, k′, t, t′′)|. Çà ïðèáëèæåíîòî ïðåñìÿòàíå íà íåèçâåñòíèÿ �óíêöèîíàë (12)â Dl ñå èçïîëçâà ñëåäíàòà èçìåñòåíà îöåíêà îò òèï Ìîíòå Êàðëî (âæ. [33℄), ò.å.

θN [k0, t0] =
1

N

N∑

ν=1

(θi[k0, t0])ν
P−→ Jϕ(ui) ≈ Jϕ(u),êúäåòî

θi[k0, t0] = f(k0) +
∑i

j=1W
α
j f(kαj ), è f(kαj ) =

{
f(kj), àêî α = 1,
f(kj−1), àêî α = 2.Òåãëàòà

W α
j = W α

j−1

Uα(kj−1, kj, tj−1, tj)

pαp(kj−1, kj, tj−1, tj)
, W α

0 = 1, α = 1, 2, j = 1, . . . , iñà äå�èíèðàíè âúðõó âåðèãàòà íà Ìàðêîâ
(k0, t0) → . . .→ (kj, tj) → . . .→ (ki, ti), j = 1, 2, . . . , iè ñå ïðåñìÿòàò ñïðÿìî ïðåõîäíàòà ïëúòíîñò p(k, k′, t, t′′). Óñëîâèåòî çà ïðå-êúñâàíå íà âåðèãàòà å ti − ti−1 < ε, à α îáîçíà÷àâà èçáîðà íà ÿäðî - U1 èëè

U2.Ñâîéñòâàòà íà ïðåäñòàâåíèÿ àëãîðèòúì (èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò, òî÷íîñò)ñà èçñëåäâàíè â ñëó÷àÿ íà íóëåâî åëåêòðè÷íî ïîëå è ïðè êðàéíà òåìïåðàòóðàçà ìàòåðèàëà ãàëèåâ àðñåíèä GaAs. Òåçè �èçè÷íè óñëîâèÿ áëàãîïðèÿòñòâàò ïîÿ-âàòà íà êâàíòîâî-ìåõàíè÷íè å�åêòè â åâîëþöèÿòà íà ñèñòåìàòà íîñèòåëè (åëåê-òðîíè). �åçóëòàòèòå îò ñðàâíåíèåòî íà èçâåñòåí ïðåäè òîâà àëãîðèòúì ÌÊ [33℄çà ðåøàâàíå íà êâàíòîâî-êèíåòè÷íîòî óðàâíåíèå (11) è ïðåäëîæåíèÿ àëãîðèòúì
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Ôèãóðà 3.1: �àçïðåäåëåíèå íà åíåðãèÿòà íà åëåêòðîíèòå k × u(k, t) çà t =
100 fs (N = 105). Íà àáñöèñàòà å íàíåñåíî |k|2.ÌÊ ñ ðàçäåëÿíå íà îáëàñòòà ïî âðåìåòî ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 3.1 è Ôèãóðà3.1. Â Òàáëèöà 3.1 ñà èçïîëçâàíè ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ: ǫ - ïðåäâàðèòåëíî çàäà-äåíà òî÷íîñò, σ - ñòàíäàðòíî îòêëîíåíèå. Íàïðàâåíè ñà íÿêîè ïðåäâàðèòåëíèïðåñìÿòàíèÿ, íåîáõîäèìè çà ðåàëèçàöèÿòà íà íîâèÿ àëãîðèòúì ÌÊ. Èç÷èñëè-òåëíîòî âðåìå, íåîáõîäèìî çà òÿõíîòî èçïúëíåíèå, íå å âêëþ÷åíî â äàííèòå îòÒàáëèöà 3.1, çà äà èìà îñíîâàòåëíà áàçà çà ñðàâíåíèå ìåæäó àëãîðèòìèòå.Ïðè àíàëèç íà ðåçóëòàòèòå îò Òàáëèöà 3.1 ñå âèæäà, ÷å çà �èêñèðàí áðîéðåàëèçàöèè è íåñúùåñòâåíî óâåëè÷àâàíå íà èç÷èñëèòåëíîòî âðåìå ñ íîâèÿ àëãî-ðèòúì ñå ïîëó÷àâà ÷åòèðè ïúòè ïî-ìàëêà äèñïåðñèÿ â ñðàâíåíèå ñ àëãîðèòúìàáåç ðàçäåëÿíå. Íà Ôèãóðà 3.1 ÿñíî ñå âèæäà êâàíòîâèÿ õàðàêòåð íà ðåøåíèÿòàè íàðóøàâàíåòî íà çàêîíà çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà - çàáàâÿíå è ïîíèæàâàíåíà ïèêîâåòå (ëîêàëíè ìàêñèìóìè) íà êðèâàòà, îïèñâàùà ðàçïðåäåëåíèåòî íàåíåðãèÿòà íà åëåêòðîíèòå, â ñðàâíåíèå ñ íà÷àëíîòî ðàçïðåäåëåíèå. Îò äðóãàñòðàíà, ðåïëèêèòå ñà ðàçøèðåíè è ðàçøèðåíèåòî ñå óâåëè÷àâà ñ îòäàëå÷àâàíåîò íà÷àëíèÿ ïèê. Òåçè êâàíòîâè å�åêòè ñå ñâúðçâàò ñ ½ïàìåòòà� íà óðàâíåíèåòî,êîåòî íå å îò Ìàðêîâñêè òèï â òîçè ñëó÷àé.�åçóëòàòèòå îò íàïðàâåíèòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè â ñëó÷àÿ íà íóëåâî åëåê-òðè÷íî ïîëå è êðàéíà òåìïåðàòóðà äîêàçâàò å�åêòà íà ïîíèæàâàíå íà äèñïåð-ñèÿòà ïðè íåñúùåñòâåíî óâåëè÷åíèå íà ïðîöåñîðíîòî âðåìå.Òàáëèöà 3.1: Ñðàâíåíèå íà äâà ïîäõîäà (áåç è ñ ðàçäåëÿíå íà îáëàñòòà ïî âðåìå-òî) çà ðåøàâàíå íà êâàíòîâî-êèíåòè÷íî èíòåãðàëíî óðàâíåíèå (N = 100000, ǫ =
0.0001, t = 100 fs, T = 0oC).ìåòîä σ âðåìåÌÌÊ áåç ðàçäåëÿíå 0.579135 420sÌÌÊ ñ ðàçäåëÿíå (0, 20] ∪ (20, 100] 0.341876 425sÌÌÊ ñ ðàçäåëÿíå (0, 50] ∪ (50, 100] 0.135119 464s



3.2 Àíàëèç íà ÷óâñòâèòåëíîñòòà çà ìîäåë íà äàëå÷åí ïðåíîñ íà çà-ìúðñèòåëè âúâ âúçäóõàÈçñëåäâàíèÿòà, îïèñàíè âúâ âòîðà ñåêöèÿ íà òðåòà ãëàâà, ïîïàäàò â ñ�åðàòàíà ò.íàð. åêîëîãè÷íà áåçîïàñíîñò. Èçñëåäâàíà å ÷óâñòâèòåëíîñòòà íà êîíöåíòðà-öèÿòà íà îçîí âúâ âúçäóõà ñïðÿìî ñêîðîñòíèòå êîíñòàíòè íà èçáðàíè õèìè÷íèðåàêöèè â ìîäåë íà äàëå÷åí ïðåíîñ íà çàìúðñèòåëè âúâ âúçäóõà. Íàïðàâåí åñðàâíèòåëåí åêñïåðèìåíòàëåí àíàëèç ïî îòíîøåíèå íà òî÷íîñò è èç÷èñëèòåëíàñëîæíîñò ñ ðàçëè÷íè ìåòîäè çà ïðåñìÿòàíå íà ãëîáàëíèòå èíäåêñè íà ÷óâñò-âèòåëíîñòòà, à ñúùî è ñ äðóã ïîäõîä îò òèïà Ìîíòå Êàðëî - îáèêíîâåí ìå-òîä Ìîíòå Êàðëî. �åçóëòàòèòå, ïðåäñòàâåíè â òàçè ñåêöèÿ, ñà ïóáëèêóâàíè â[20, 22, 23℄.Åäíà âúçìîæíà äå�èíèöèÿ íà àíàëèç íà ÷óâñòâèòåëíîñòòà ñïîðåä êíèãàòàíà Saltelli [54℄ å: ½Èçñëåäâàíå êàê êîëåáàíèåòî â ñòîéíîñòèòå íà èçõîäíèÿ ðå-çóëòàò íà äàäåí ìîäåë ìîæå äà ñå ðàçïðåäåëè ìåæäó ðàçëè÷íèòå èçòî÷íèöèíà èçìåíåíèå ñðåä âõîäíèòå ïàðàìåòðè.�Íàñòîÿùèòå èçñëåäâàíèÿ è ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè ñà ïðîâåäåíè ñ ò.íàð.Uni�ed Danish Eulerian Model (UNI-DEM) [18, 65, 66, 67℄, êàòî îñíîâíèÿò ìîòèâäà ñå èçáåðå èìåííî òîçè ìîäåë å, ÷å òîé å åäèí îò ìîäåëèòå íà äàëå÷åí ïðåíîñíà çàìúðñèòåëè âúâ âúçäóõà, â êîèòî õèìè÷íèòå ïðîöåñè ñà îïèñàíè àäåêâàòíî.Ïðåäïîëàãà ñå, ÷å ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ÷ðåç ìîäåë-íà �óíêöèÿ
u = f(x), êúäåòî x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ Ud ≡ [0; 1]d (13)å âåêòîð îò âõîäíè ïàðàìåòðè ñúñ ñúâìåñòíà âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò p(x) =

p(x1, . . . , xd), êîÿòî å èçâåñòíà.Îñíîâíèÿò èíäèêàòîð çà ñòåïåíòà íà âëèÿíèå íà äàäåí âõîäåí ïàðàìåòúð
xi, i = 1, . . . , d âúðõó èçõîäà ñå äå�èíèðà òàêà D[E[u|xi]]

Du

, êúäåòî D[E[u|xi]]å äèñïåðñèÿòà íà óñëîâíîòî ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå íà u îòíîñíî xi è Du åïúëíàòà äèñïåðñèÿ îòíîñíî u. Òîçè èíäèêàòîð å íàðå÷åí îò Ñîáîëü èíäåêñ íà÷óâñòâèòåëíîñòòà îò ïúðâè ðåä [59℄ èëè êîðåëàöèîííî ÷àñòíî ñïîðåä MKay[46℄. Åäíî ñúùåñòâåíî ïðåäèìñòâî íà òîçè ìåòîä å ÷ðåç íåãî ñå ïðåñìÿòàò íåñàìî èíäåêñèòå îò ïúðâè ðåä, íî ñúùî è èíäåêñè îò ïî-âèñîê ðåä, à ïúëíèÿòèíäåêñ íà ÷óâñòâèòåëíîñòòà íà äàäåí âõîäåí ïàðàìåòúð ìîæå äà ïðåñìåòíå ñëåäèíòåãðèðàíå ñàìî íà åäíà ïîäèíòåãðàëíà �óíêöèÿ ïî ìåòîä Ìîíòå Êàðëî.Ìåòîäúò íà Ñîáîëü çà ãëîáàëåí àíàëèç íà ÷óâñòâèòåëíîñòòà, ïðèëîæåí òóê,ñå îñíîâàâà íà ò.íàð. ANOVA-ïðåäñòàâÿíå analysis of variane íà èíòåãðóåìàòàìîäåëíà �óíêöèÿ f ïî åäèíñòâåí íà÷èí ÷ðåç ñúáèðàåìè ñ íàðàñòâàùà ðàçìåð-íîñò [58, 60℄:
f(x) = f0 +

d∑

ν=1

∑

l1<...<lν

fl1...lν (xl1 , xl2 , . . . , xlν ), êúäåòî f0 å êîíñòàíòà, (14)



ïðè ñëåäíîòî óñëîâèå çà âñÿêî îò ñúáèðàåìèòå
∫ 1

0

fl1...lν (xl1 , xl2 , . . . , xlν )dxlk = 0, 1 ≤ k ≤ ν, ν = 1, . . . , d.Ïðåäïîëîæåíèåòî, êîåòî ñòîè â îñíîâàòà íà ïðåäñòàâÿíåòî (14) å, ÷å êëþ÷îâèòåõàðàêòåðèñòèêè íà ìîäåëíèòå �óíêöèè (13), îïèñâàùè òèïè÷íè ïðàêòè÷åñêèïðîáëåìè, ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò ÷ðåç ñðàâíèòåëíî ìàëêè ïîäìíîæåñòâà îòâõîäíè ïàðàìåòðè [36, 50℄ - êîíñòàíòè, �óíêöèè íà åäíà èëè äâå ïðîìåíëèâè.Äå�èíèöèÿ 3.2.2. (Ñîáîëü [58℄). Âåëè÷èíèòå
D =

∫

Ud

f 2(x)dx − f 2
0 , Dl1 ... lν =

∫

f 2
l1 ... lνdxl1 . . . dxlν (15)ñå íàðè÷àò äèñïåðñèè (ïúëíà è ÷àñòè÷íè äèñïåðñèè, ñúîòâåòíî) ïðè ïðåäïî-ëîæåíèå, ÷å f(x) èìà ñóìèðóåì êâàäðàò.Ïúëíàòà äèñïåðñèÿ D íà èçõîäíèÿ ïàðàìåòúð íà ìîäåëà ñå ðàçëàãà íà ÷àñ-òè÷íèòå äèñïåðñèè [58℄ ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí íà ðàçëàãàíåòî íà ìîäåëíàòà �óí-êöèÿ, êîåòî ïðåäñòàâëÿâà åäèíñòâåíî ïðåäñòàâÿíå îò òèïà ANOVA:

D =
d∑

ν=1

∑

l1<...<lν

Dl1...lν .Êàòî ñå èìàò ïðåäâèä ãîðíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ çà ìîäåëíàòà �óíêöèÿ è äèñïåð-ñèÿòà íà èçõîäíèÿ ïàðàìåòúð, ñëåäíèòå âåëè÷èíè
Sl1 ... lν =

Dl1 ... lν

D
, ν ∈ {1, . . . , d}ñà íàðå÷åíè ãëîáàëíè èíäåêñè íà ÷óâñòâèòåëíîñòòà íà Ñîáîëü [58, 60℄. Îò äå-�èíèöèÿòà å ÿñíî, ÷å èíäåêñèòå ñà íåîòðèöàòåëíè è ñóìàòà íà âñè÷êè èíäåêñèñïðÿìî ðåäà è ïàðàìåòðèòå å ðàâíà íà 1. Îò äàäåíèòå äå�èíèöèè ñå âèæäà,÷å îò ìàòåìàòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà ïðåñìÿòàíåòî íà ñúîòâåòíèòå èíäèêàòîðè íà÷óâñòâèòåëíîñòòà ñå ñâåæäà äî ìíîãîìåðíî èíòåãðèðàíå.Òúé êàòî ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëèòå, çàäàäåíè ÷ðåç �îðìóëèòå (15), èçèñ-êâà èíòåãðèðàíå íà ðàçëè÷íè 2d ïîäèíòåãðàëíè �óíêöèè, êîåòî íå å å�åêòèâ-íî îò èç÷èñëèòåëíà ãëåäíà òî÷êà, Ñîáîëü å ïðåäëîæèë èç÷èñëèòåëíà ïðîöå-äóðà [60℄, îñíîâàâàùà ñå íà ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå íà äèñïåðñèÿòà Dy: Dy =

∫

f(x) f(y, z′)dxdz′ − f 2
0 , êúäåòî x = (y, z). Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïîçâîëÿâàäà ñå êîíñòðóèðà àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî çà ïðåñìÿòàíå íà f0,D è Dy, êúäåòî

ξ = (η, ζ):
1

N

N∑

j=1

f(ξj)
P−→ f0,

1

N

N∑

j=1

f(ξj) f(ηj, ζ
′
j)

P−→ Dy + f 2
0 ,

1

N

N∑

j=1

f 2(ξj)
P−→ D + f 2

0 ,
1

N

N∑

j=1

f(ξj) f(η′j, ζj)
P−→ Dz + f 2

0 .



Èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò çà ïðåñìÿòàíåòî íà âñè÷êè èíäåêñè îò ïúðâè ðåä èâñè÷êè ïúëíè èíäåêñè ÷ðåç îïèñàíèÿ ïîäõîä íà Ñîáîëü ñå îïðåäåëÿ îò N(2d+1)íà áðîé ñòîéíîñòè íà ìîäåëíàòà (N ñòîéíîñòè íà �óíêöèÿòà çà f0, dN ñòîé-íîñòè íà �óíêöèÿòà çà èíäåêñèòå îò ïúðâè ðåä, è dN ñòîéíîñòè íà �óíêöèÿòàçà ïúëíèòå èíäåêñè), êúäåòî N å ðàçìåðíîñòòà íà èçâàäêàòà, à d å áðîÿò íàâõîäíèòå ïàðàìåòðè [35, 53℄.Òúé êàòî â ñëó÷àÿ íà ìàëêè (ïî ñòîéíîñò) èíäåêñè íà ÷óâñòâèòåëíîñòòà (ò.å.
Dy << f2

0 ), îïèñàíèÿò ñòàíäàðòåí àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî [58℄ çà ïðåñìÿòàíå íàãëîáàëíèòå èíäåêñè íà ÷óâñòâèòåëíîñòòà ñå îêàçâà íåå�åêòèâåí, ïîðàäè çàãóáàíà òî÷íîñò, â íàñòîÿùîòî èçñëåäâàíå å ïðèëîæåíà åäíà íåãîâà ìîäè�èêàöèÿ- ò.íàð. êîìáèíèðàí ïîäõîä. ×ðåç ñðàâíèòåëåí åêñïåðèìåíòàëåí àíàëèç å óñ-òàíîâåíî, ÷å èìåííî òàçè ìîäè�èêàöèÿ ïðåîäîëÿâà ñïîìåíàòèÿ íåäîñòàòúê íàñòàíäàðòíèÿ àëãîðèòúì, êîåòî ïîòâúðæäàâà è òåîðåòè÷íàòà îöåíêà çà âåðîÿò-íîñòíàòà ãðåøêà [61℄. Èäåÿòà íà êîìáèíèðàíèÿ ïîäõîä ñå ñúñòîè â çàìÿíàòà íàîðèãèíàëíàòà ïîäèíòåãðàëíà �óíêöèÿ (�óíêöèÿòà, ÷ðåç êîÿòî å çàäàäåí ìàòå-ìàòè÷åñêèÿò ìîäåë) ñ �óíêöèÿ îò ñëåäíèÿ òèï ϕ(x) = f(x) − c, êúäåòî c ∼ f0.Çà ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè çà êîíñòàíòàòà c å èçáðàíà îöåíêà íà f0, ïîëó÷åíà ñîáèêíîâåí ìåòîä Ìîíòå Êàðëî. Çà äèñïåðñèèòå å ïðåäëîæåíà ñëåäíàòà îöåíêà:
Dy =

∫

ϕ(x) [ϕ(y, z′)dxdz′ − ϕ(x′)]dxdx′, D =

∫

ϕ(x)[ϕ(x) − ϕ(x′)]dxdx′.Â Ñåêöèè 3.2.6 è 3.2.7 ñà ïðåäñòàâåíè è àíàëèçèðàíè ðåçóëòàòèòå îò ÷èñ-ëåíèòå åêñïåðèìåíòè ñ êîíêðåòåí ìîäåë íà äàëå÷åí ïðåíîñ íà çàìúðñèòåëè âúââúçäóõà - UNI-DEM, êîéòî ñèìóëèðà ïðåíîñà íà çàìúðñèòåëè âúâ âúçäóõà. Âðåçóëòàò íà ïðåñìÿòàíèÿòà ñ ìîäåëà ñå ïîëó÷àâàò òàáëèöè ñúñ ñòîéíîñòè íàìîäåëíàòà �óíêöèÿ. Òåçè ñòîéíîñòè ïðåäñòàâëÿâàò îòíîøåíèÿ ìåæäó ñòîéíîñ-òèòå íà êîíöåíòðàöèÿòà íà ñúîòâåòíèÿ çàìúðñèòåë çà �èêñèðàíî ìíîæåñòâîîò ñòîéíîñòè íà ïåðòóðáàöèîííèòå ïàðàìåòðè αi ∈ {0.1, . . . , 2.0}, ïðåñìåòíà-òè â òî÷êàòà, â êîÿòî å äîñòèãíàò îñðåäíåíèÿ ìàêñèìóì íà êîíöåíòðàöèÿòà, èòîçè îñðåäíåí ìàêñèìóì çà α = (1, . . . , 1). Â êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé ñêîðîñòíèòåêîíñòàíòè íà õèìè÷íèòå ðåàêöèè (ïî-òî÷íî, íîðìèðàíè ñïðÿìî ìàêñèìàëíàòàîñðåäíåíà ñòîéíîñò íà êîíöåíòðàöèÿòà íà ñúîòâåòíèÿ çàìúðñèòåë) ñå ðàçãëåæ-äàò êàòî âõîäíè ïàðàìåòðè, à êîíöåíòðàöèèòå íà çàìúðñèòåëèòå - êàòî èçõîäíèïàðàìåòðè. Òúé êàòî ïðèëàãàíåòî íà îïèñàíàòà ïî-ãîðå òåõíèêà çà àíàëèç íà÷óâñòâèòåëíîñòòà ïðåäïîëàãà ìîäåëúò äà å çàäàäåí ñ �óíêöèÿ îò òèïà (13),ïúðâàòà ñòúïêà å èçïîëçâàíå íà àïðîêñèìàöèîíåí àïàðàò, çà äà ñå ãåíåðèðààíàëèòè÷íî çàäàäåíà íåïðåêúñíàòà �óíêöèÿ, à âòîðàòà ñòúïêà å ïðåñìÿòàíåíà ãëîáàëíèòå èíäåêñè íà ÷óâñòâèòåëíîñòòà íà Ñîáîëü ÷ðåç îïèñàíèÿ êîìáèíè-ðàí ïîäõîä.Òðè õèìè÷íè ðåàêöèè ñà èçáðàíè ñïîðåä âëèÿíèåòî èì âúðõó ðàçïðåäåëå-íèåòî íà êîíöåíòðàöèèòå íà îçîí ïðè ïðåäâàðèòåëíè åêñïåðèìåíòè ñ îïðîñòåíìîäåë [66℄. Ñëåäîâàòåëíî îáëàñòòà íà èíòåãðèðàíå å êóá: Ω = [0.6; 1.4]3. Â äåéñ-òâèòåëíîñò, óñòàíîâåíî å åêñïåðèìåíòàëíî, ÷å ñêîðîñòíàòà êîíñòàíòà ñå èçìåíÿêàòî íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå 1.0.



Òàáëèöà 3.7: Èíäåêñè îò ïúðâè ðåä è ïúëíè èíäåêñè íà ÷óâñòâèòåëíîñòòà íàâõîäíèòå ïàðàìåòðè, ïîëó÷åíè ÷ðåç êîìáèíèðàíèÿ ïîäõîä, ïðèëàãàéêè îáèêíî-âåí è àäàïòèâåí àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî çà ÷èñëåíîòî èíòåãðèðàíå.Âåëè÷. Îáèêíîâåí ÌÊ Àäàïòèâåí ÌÊ
N Îöåíêà Îòí. ãð. #sub Nsub ε Îöåíêà Îòí. ãð.

g0 192 0.2516 0.0038 - - - - -7200 0.2524 0.0005 - - - - -32000 0.2524 0.0005 - - - - -
D 192 0.0055 0.0493 64 3 0.5 0.0056 0.07257200 0.0052 0.0130 180 40 0.0165 0.0051 0.033332000 0.0052 0.0034 64 500 0.1 0.0052 0.0003
S1 192 0.6502 0.2214 64 3 0.5 0.5072 0.04737200 0.5299 0.0046 180 40 0.0165 0.5307 0.003132000 0.5326 0.0004 64 500 0.1 0.5323 0.0001
S3 192 0.0055 1.7695 64 3 0.5 0.0016 0.17907200 0.0009 0.5367 180 40 0.0165 0.0027 0.346332000 0.0013 0.3250 64 500 0.1 0.0019 0.0581
Stotx1

192 0.5875 0.0923 64 3 0.5 0.5108 0.05037200 0.5346 0.0061 180 40 0.0165 0.5345 0.006132000 0.5368 0.0020 64 500 0.1 0.5376 0.0004
Stotx3

192 0.0004 1.1693 64 3 0.5 0.0047 1.10137200 0.0006 0.7529 180 40 0.0165 0.0021 0.089532000 0.0018 0.2094 64 500 0.1 0.0022 0.0153Çàêîíúò çà ñúõðàíåíèå íà ìàñàòà íà âåùåñòâàòà ïðè õèìè÷íè ðåàêöèè ìîæå äàáúäå íàðóøåí çà ïî-ãîëåìè èíòåðâàëè.×àñò îò ðåçóëòàòèòå îò ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà3.7, êàòî ñà èçïîëçâàíè ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ: g0 å ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëà âúðõóïîäèíòåãðàëíà �óíêöèÿ g(x); c å êîíñòàíòà, ïîëó÷åíà êàòî îöåíêà íà f0 ñ îáèê-íîâåí ìåòîä Ìîíòå Êàðëî. Äàäåíî å ñðàâíåíèå ìåæäó ñúîòâåòíèòå èíäåêñè,ïîëó÷åíè ïî êîìáèíèðàíèÿ ïîäõîä, ïðèëàãàéêè îáèêíîâåí è àäàïòèâåí àëãîðè-òúì Ìîíòå Êàðëî çà ÷èñëåíîòî èíòåãðèðàíå. Èçïîëçâàíè ñà ïîëèíîìè îò 4-òà(35 íåèçâåñòíè êîå�èöèåíòè) ñòåïåí çà ïðèáëèæàâàíå íà äàííèòå. Àäàïòèâíèÿòàëãîðèòúì îòáåëÿçâà ïðåäèìñòâî ïðåä îáèêíîâåíèÿ àëãîðèòúì ïðè �èêñèðàíáðîé ðåàëèçàöèè, êîåòî ïîòâúðæäàâà å�åêòà íà íàìàëÿâàíå íà äèñïåðñèÿòà, õà-ðàêòåðåí çà ïðèëîæåíàòà àäàïòèâíà òåõíèêà. Îñâåí òîâà, ïðèáëèæåíèòå ñòîé-íîñòè íà âåëè÷èíèòå ñà äîñòàòú÷íî áëèçêè äî òî÷íèòå ñòîéíîñòè, äîðè è çà íàé-ìàëêèÿ èçáðàí áðîé ðåàëèçàöèè. Âèæäà ñå, ÷å âëèÿíèåòî íà ïúðâèÿ ïàðàìåòúð(ñúîòâåòíà ñêîðîñòíà êîíñòàíòà) å ñúùåñòâåíî, à íà òðåòèÿ - íåçíà÷èòåëíî.Îïðåäåëÿéêè îñíîâíèòå õèìè÷íè ðåàêöèè, âëèÿåùè âúðõó ïîâåäåíèåòî íàñèñòåìàòà, ñïåöèàëèñòèòå îò ðàçëè÷íè ïðèëîæíè îáëàñòè (�èçèêà, õèìèÿ) ùåìîãàò äà ïîëó÷àò öåííà èí�îðìàöèÿ, êîÿòî ùå áúäå ïðèëîæåíà çà èäåíòè�è-öèðàíå íà ïàðàìåòðèòå, êîèòî òðÿáâà äà áúäàò èçñëåäâàíè ïî-òî÷íî, çàùîòî



ðåçóëòàòèòå îò ìîäåëà ñà ìíîãî ÷óâñòâèòåëíè ïî îòíîøåíèå íà òÿõíîòî èçìå-íåíèå. Òîâà, îò ñâîÿ ñòðàíà, ùå äîâåäå è äî ïîâèøàâàíå íà íàäåæäíîñòòà íàïðîãíîçèòå, èçãîòâåíè â ñëåäñòâèå íà ðåçóëòàòèòå îò ìîäåëà.Àâòîðñêà ñïðàâêàÎñíîâíèòå íàó÷íè ïðèíîñè íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà:1. �àçðàáîòåí å àäàïòèâåí àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî çà ìíîãîìåðíî ÷èñëåíîèíòåãðèðàíå. Àëãîðèòúìúò èìà ïðåäèìñòâî ïðåä îáèêíîâåíèÿ àëãîðèòúìÌîíòå Êàðëî ïî îòíîøåíèå íà îöåíåíàòà îòíîñèòåëíà ãðåøêà ïðè �èêñè-ðàí áðîé ðåàëèçàöèè íà ñúîòâåòíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.2. Èçñëåäâàí å ìåòîä íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò çà ðåøàâàíå íà èíòåãðàëíèóðàâíåíèÿ, îñíîâàí íà ìåòîä íà ðàçäåëÿíå ïî âàæíîñò çà ïðåñìÿòàíå íàèíòåãðàëè. Ïðîó÷åíè ñà óñëîâèÿòà çà ïðèëàãàíå íà ìåòîäà è å íàïðàâåíàíàëèç íà ãðåøêàòà.3. Èçñëåäâàí å êëàñ îò ìðåæîâè àëãîðèòìè Ìîíòå Êàðëî çà ðåøàâàíå íàèíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ íà Fredholm îò âòîðè ðîä ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷åñúîòâåòíèÿò ðåä íà Neamann çà èòåðàöèîííàòà ìàòðèöà íà ïîëó÷åíàòàñëåä àïðîêñèìàöèÿ ñèñòåìà îò ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ íå å ñõîäÿùèëè å áàâíî ñõîäÿù. Ïðèëîæåíà å ñïåöè�è÷íà òåõíèêà çà óñêîðÿâàíå íàñõîäèìîñòòà - àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå íà ðåäà ÷ðåç ñìÿíà íà ñïåêòðàë-íèÿ ïàðàìåòúð. Ïðåäèìñòâîòî íà òàçè òåõíèêà å íåñúùåñòâåíîòî âëèÿíèåâúðõó èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò.4. Ïîëó÷åíà å îöåíêà íà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà ìðåæîâè àëãîðèòúìÌîíòå Êàðëî çà êëàñ îò èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ, êîÿòî å ñðàâíåíà ñúñ ñú-îòâåòíàòà îöåíêà íà íåìðåæîâè àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî. Ïðîó÷åíè ñàóñëîâèÿòà, ïðè êîèòî êëàñúò îò ìðåæîâè àëãîðèòìè Ìîíòå Êàðëî å ïî-å�åêòèâåí.Îñíîâíèòå íàó÷íî-ïðèëîæíè ïðèíîñè íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà:1. �àçðàáîòåí å íîâ àëãîðèòúì Ìîíòå Êàðëî ñ íàìàëåíà äèñïåðñèÿ çà ðå-øàâàíå íà óðàâíåíèåòî íà Barker-Ferry, êîåòî ñå èçïîëçâà êàòî êâàíòîâî-êèíåòè÷åí ìîäåë íà åëåêòðîííî-�îíîííî âçàèìîäåéñòâèå â õîìîãåíåí ïî-ëóïðîâîäíèê.2. �àçðàáîòåíà å ñèñòåìàòèçèðàíà ïðîöåäóðà çà ïðîâåæäàíå íà àíàëèç íà÷óâñòâèòåëíîñòòà çà ãîëÿì ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë, îïèñâàù ïðåíîñ íà çà-ìúðñèòåëè âúâ âúçäóõà, êàòî ïîâå÷åòî îò ðåçóëòàòèòå ìîãàò äà áúäàò ïðè-ëîæåíè è êúì äðóãè ãîëåìè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè.



ÁëàãîäàðíîñòèÈçêàçâàì ñâîÿòà èñêðåíà ïðèçíàòåëíîñò è áëàãîäàðíîñò íà íàó÷íèÿ ñè ðú-êîâîäèòåë ñò.í.ñ. I ñò. äí Èâàí Äèìîâ çà íåãîâèòå öåííè íàïúòñòâèÿ, ïðî�åñèî-íàëíà êîìïåòåíòíîñò è ñúäåéñòâèå ïðè ïðîâåæäàíå íà íàñòîÿùèòå èçñëåäâàíèÿè ïðè ïîäãîòîâêàòà íà äèñåðòàöèÿòà. Èçêëþ÷èòåëíî áëàãîäàðÿ è çà íåãîâàòà íå-îöåíèìà ìîðàëíà ïîäêðåïà è çà ïðîÿâåíîòî òúðïåíèå.Áëàãîäàðÿ íà êîëåãèòå ïðî�. ä-ð Çàõàðè Çëàòåâ, ñò.í.ñ. II ñò. ä-ð ÖâåòàíÎñòðîìñêè è í.ñ. I ñò. ä-ð Ñî�èÿ Èâàíîâñêà çà îêàçàíîòî ñúäåéñòâèå ïðè ïðî-âåæäàíå íà íÿêîè îò ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè. Áëàãîäàðÿ íà âñè÷êè êîëåãè îòñåêöèè ½Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè�, ½�ðèä òåõíîëîãèè è ïðèëîæåíèÿ� è ½Íàó÷íèïðåñìÿòàíèÿ� â ÈÏÎÈ-ÁÀÍ çà ïîëåçíèòå äèñêóñèè, ïðåäîñòàâÿíåòî íà èíòå-ðåñíè çàäà÷è è ãîòîâíîñòòà èì çà ñúäåéñòâèå âúâ âñåêè ìîìåíò. Áëàãîäàðÿ íàêîëåãèòå îò Centre for Advaned Computing and Emerging Tehnologies (ACET),Óíèâåðñèòåò íà �åäèíã, çà ïðîÿâåíàòà îòçèâ÷èâîñò è ïîëåçíèòå äèñêóñèè ïîâðåìå íà ïîñåùåíèÿòà ìè òàì.Áëàãîäàðÿ ñïåöèàëíî íà ñåìåéñòâîòî è ïðèÿòåëèòå ñè çà òÿõíàòà ïîäêðåïà,òúðïåíèå è ñòèìóëèðàùè íàïúòñòâèÿ.Áëàãîäàðÿ çà �èíàíñîâàòà ïîäêðåïà ïî ïðîåêòèòå: BIS-21++, NATO PDD(TC)-ESP.EAP.CLG 982641, äîãîâîðè ñ Íàöèîíàëåí Ôîíä ½Íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ� #DO02-215/2008, #DO02-146/2008, #DO02-115/2008.Ëèòåðàòóðà[1℄ Á. Áîÿíîâ. Ëåêöèè ïî ÷èñëåíè ìåòîäè. Äàðáà, Ñî�èÿ, 1998.[2℄ Ñ. Âëàäèìèðîâ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Íàóêà, Ìîñêâà, 1976.[3℄ Á. Äèìèòðîâ. Âåðèãè íà Ìàðêîâ. Íàóêà è èçêóñòâî, Ñî�èÿ, 1974.[4℄ Ñ. Åðìàêîâ è �. Ìèõàéëîâ. Ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Íàóêà, Ìîñêâà,1982.[5℄ À. Æåíñûêáàåâ. Î íàèëó÷øèõ êâàäðàòóðíûõ �îðìóëàõ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâíåïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé. In Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�, volume 236, pages 531�534, 1977.[6℄ À. Æåíñûêáàåâ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà íàèëó÷øèõ êâàäðàòóðíûõ �îð-ìóë. Ñèá. ìàò. æóðí., 20:49�68, 1979.[7℄ Ñ. Íèêîëüñêèé. Êâàäðàòóðíûå �îðìóëû. Íàóêà, Ìîñêâà, 1988.[8℄ È. Ñîáîëü. ×èñëåííûå ìåòîäû Ìîíòå Êàðëî. Íàóêà, Ìîñêâà, 1973.[9℄ Í. ßíåâ è Á. Äèìèòðîâ. Âåðîÿòíîñòè è ñòàòèñòèêà. Íàóêà è èçêóñòâî, Ñî�èÿ,1990.[10℄ E. Atanassov and I.T. Dimov. A New Optimal Monte Carlo Method for CalulatingIntegrals of Smooth Funtions. Journal of Monte Carlo Methods and Appliations,5(2):149�167, 1999.
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